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MODÉLISATION DE SYSTÈMES DE PARTICULES ET

APPLICATIONS

Présentation du mémoire

Ce mémoire rassemble mes résultats mathématiques obtenus après ma thèse de doc-

torat. Ces résultats portent essentiellement sur l’analyse théorique et numérique des

EDP modélisant des systèmes de particules qui interagissent par des champs créés collec-

tivement. J’ai abordé également d’autres thématiques comme le comportement en temps

long des solutions des équations d’Hamilton-Jacobi du premier ordre, l’étude des solutions

presque-périodiques des EDO, l’analyse des fluides de Bingham.

Pour la plupart, les résultats présentés dans ce mémoire n’ont pas la généralité de

ceux de mes articles, l’objectif principal étant d’aider à la compréhension générale de mes

travaux.

La première section synthétise les résultats d’existence de solution faible périodique

en temps des équations de Vlasov-Poisson (VP), Vlasov-Maxwell (VM) dans un domaine

borné. Dans le méme cadre on retrouve le modèle de VP comme limite du modèle rela-

tiviste de VM lorsque la vitesse des particules est petite devant la vitesse de la lumière.

L’unicité de la solution par caractéristiques est établie pour le problème 1D dans un

intervalle borné avec condition initiale et conditions aux limites.

La deuxième section contient des résultats de stabilité pour le modèle collisionnel

de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck (VMFP) par rapport aux paramètres physiques car-

actéristiques d’un plasma. On obtient la limite champ fort en utilisant la méthode de

l’énergie modulée (ou de l’entropie relative) et la limite champ faible par des méthodes

de compacité.

La troisième section concerne l’analyse mathématique d’un modèle réduit introduit

récemment par les physiciens pour étudier l’interaction laser-plasma. On montre l’existence

globale et l’unicité de la solution par caractéristiques. Par la même méthode on traite un

modèle d’astrophysique, obtenu par le couplage d’une équation de Vlasov avec la théorie

gravitationnelle de Nordström. On justifie la convergence du modèle de Nordström-Vlasov

(NV) vers le modèle de VP, lorsque la vitesse de la lumière est grande.

Dans la quatrième section je propose une méthode basée sur la formulation par car-

actéristiques pour l’approximation numérique des équations de VM. Cette méthode est

validée à travers quelques simulations numériques.
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La cinquième section regroupe des résultats d’existence et unicité de solution périodique

en temps ou en espace : on étudie les solutions de viscosité périodiques et presque-

périodiques en temps des équations d’Hamilton-Jacobi du premier ordre, on caractérise

l’existence et l’unicité de la solution presque-périodique des EDO et on présente une

analyse théorique et numérique des solutions périodiques en espace d’une équation, dite

d’enveloppe, utilisée dans la modélisation des faisceaux de particules chargées.

La dernière section contient une analyse asymptotique du modèle des fluides de Bing-

ham, lorsque les forces externes sont proches du seuil de blocage.

1 Les modèles de Vlasov-Maxwell et Vlasov-Poisson

Publications : [B4, B5, B6, B7, B8, B10, B11, B13].

On considère un système physique constitué de deux espèces de particules chargées

(ions et électrons). On note q+ > 0, m+ et q− < 0, m− les charges et les masses des ions

et des électrons respectivement. La vitesse d’une particule animée de l’impulsion p est

donnée par

v±(p) =
p

m±
, v±(p) =

p

m±

(
1 +

|p|2
m2±c2

0

)− 1
2

,

dans les cas non relativiste et relativiste respectivement, c0 étant la vitesse de la lumière

dans le vide. On introduit les densités d’ions et d’électrons f± dans l’espace des phases :

pour tous les volumes Vx,Vp ⊂ R3 le nombre d’ions/électrons qui se trouvent à l’instant

t dans Vx avec une impulsion comprise dans Vp est donné par
∫
Vx

∫
Vp

f±(t, x, p) dpdx. On

suppose que les particules n’interagissent que par l’intermédiaire des champs électriques

et magnétiques créés collectivement (on néglige les collisions binaires). Dans ce cas les

équations de mouvement des particules conduisent aux équations cinétiques de Vlasov

∂tf± + v±(p) · ∇xf± + q±(E(t, x) + v±(p) ∧B(t, x)) · ∇pf± = 0.

Bien entendu E et B vérifient les équations de Maxwell

∂tE − c2
0 curlB = −j(t, x)

ε0

, ∂tB + curlE = 0, divE =
ρ(t, x)

ε0

, divB = 0,

où ε0 est la permittivité électrique du vide et ρ = ρ+ + ρ−, j = j+ + j− sont les densités

de charge et de courant données par

ρ±(t, x) = q±

∫

R3

f±(t, x, p) dp, j±(t, x) = q±

∫

R3

f±(t, x, p)v±(p) dp.
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On complète éventuellement ces équations par des conditions initiales et des conditions

aux limites. Le modèle obtenu est appelé le système de Vlasov-Maxwell tri-dimensionnel

(VM3D). Si on néglige le champ magnétique B on peut prendre E = −∇Φ. Le modèle

obtenu en couplant les équations de Vlasov (avec vitesse non relativiste) et l’équation de

Poisson −∆Φ = ρ
ε0

est appelé le système de Vlasov-Poisson tri-dimensionnel (VP3D).

Ces équations sont relativement bien comprises en ce qui concerne les problèmes de

Cauchy dans l’espace tout entier. L’existence de solution faible pour VP3D a été montrée

par Arseneev [6] tandis que l’existence et l’unicité de la solution forte ont été analysées

par Cooper et Klimas [28] en 1D, Ukai et Okabe [95] en 2D, Lions et Perthame [73],

Pfaffelmoser [79] en 3D. Un résultat d’existence locale de solution faible de VP3D avec

charge totale et énergie cinétique infinies a été obtenu par Jabin [66]. Le premier résultat

d’existence de solution faible pour VM3D a été démontré par DiPerna et Lions [43].

Des résultats d’existence et unicité pour la solution forte de VM ont été obtenus par

Glassey et Schaeffer [53, 54]. Ces résultats reposent sur le Théorème de Glassey-Strauss

[55]. Récemment l’existence de solution forte pour VM3D a été étudiée en utilisant des

méthodes différentes par Klainerman et Staffilani [68], Bouchut, Golse et Pallard [18].

Cependant, la simulation de dispositifs repose sur des problèmes aux limites. Des

solutions faibles ont été obtenues par Bézard [14], Guo [64] et Ben Abdallah [11]. Ce qui

est particulièrement intéressant au niveau des applications est la modélisation des régimes

permanents. Ces régimes permanents sont caractérisés par des solutions stationnaires

ou périodiques. Le cas stationnaire a été étudié d’abord pour VP en une dimension

d’espace par Greengard et Raviart [63], puis en dimension quelconque et pour VM par

Poupaud [80]. Des résultats dans le cas périodique semblaient inexistants. Il paraissait

donc nécessaire d’en avoir une meilleure compréhension. Mon travail de thèse a été un

premier pas dans cette direction [BP1, BP2, BP3, B1].

Après ma thèse j’ai obtenu des résultats plus généraux : d’une part j’ai considéré

des hypothèses moins restrictives (notamment j’ai supprimé l’hypothèse sur la compacité

du support des données en impulsion ), d’autre part j’ai traité ces équations en trois

dimensions.
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1.1 Solutions périodiques en temps du système de VP1D

Nous examinons dans cette section l’existence de solution faible périodique en temps

des équations de VP1D dans un intervalle borné, avec des conditions aux limites. On se

place dans le cadre non relativiste et on suppose que les différentes constantes physiques

(la masse et la charge des particules, la permittivité électrique) sont égales à l’unité.

On considère une seule espèce de particules dont la fonction de distribution est notée

f = f(t, x, v) où t ∈ R représente le temps, x ∈]0, 1[ la position et v ∈ R la vitesse. Dans

ce cas les équations de Vlasov-Poisson s’écrivent

∂tf + v∂xf + E(t, x)∂vf = 0, (t, x, v) ∈ R×]0, 1[×R,

E(t, x) = −∂xU, −∂2
xU = ρ(t, x) :=

∫

R
f(t, x, v) dv, (t, x) ∈ R×]0, 1[.

On impose les conditions aux limites

f(t, 0, v > 0) = g0(t, v > 0), f(t, 1, v < 0) = g1(t, v < 0), t ∈ R,

U(t, 0) = ϕ0(t), U(t, 1) = ϕ1(t), t ∈ R,

où g0 ≥ 0, g1 ≥ 0, ϕ0, ϕ1 sont des fonctions bornées T périodiques en temps. Une

approche naturelle consiste à se ramener à l’étude des points fixes d’une application non

linéaire. La difficulté majeure est d’obtenir des estimations a priori. Notons que dans

le cas d’un problème avec condition initiale les estimations résultent immédiatement par

les conservations de la masse et de l’énergie. Ceci n’est plus possible quand on étudie les

régimes permanents car dans ce cas on ne dispose pas de condition initiale.

L’équation de Vlasov est résolue au sens des distributions (on dit que f est une solution

faible). Quand le champ électrique est régulier (lipschitzien par rapport à x, uniformément

en t) on peut construire la solution par caractéristiques, qui est un cas particulier de

solution faible. Un des points clé est d’observer que la variation de la vitesse au long

d’une caractéristique de l’équation de Vlasov qui traverse une région bornée de l’espace

est majorée par (C‖E‖L∞)1/2 où C est une constante proportionnelle à la taille de la

région traversée.

Soit E ∈ L∞(R; W 1,∞(]0, 1[)) un champ électrique régulier. Pour (t, x, v) ∈ (R×]0, 1[×R)

∪ (R× {0} × R+) ∪ (R× {1} × R−) on note par (X(s; t, x, v), P (s; t, x, v)) l’unique solu-

tion de

dX

ds
= V (s; t, x, v),

dV

ds
= E(s,X(s; t, x, v)), sin(t, x, v) < s < sout(t, x, v),
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X(t; t, x, v) = x, V (t; t, x, v) = v,

où sin, sout sont les temps d’éntrée et de sortie par rapport au domaine ]0, 1[.

Lemme 1.1 (cf. [B4]) Soit E ∈ L∞(R; W 1,∞(]0, 1[)) et (X(s), V (s)) une caractéristique

quelconque. Alors nous avons

|V (s1)− V (s2)| ≤ 2
√

2‖E‖1/2
L∞ , sin ≤ s1 ≤ s2 ≤ sout.

Le lemme précédent nous permet d’estimer le champ électrique. L’ingrédient principal

est la formulation par caractéristiques. Pour simplifier on suppose que g1 = 0. On utilise

les notations

(X0(s), V 0(s)) = (X(s; t, 0, v), V (s; t, 0, v)), s0
out = sout(t, 0, v).

Rappelons que si E est régulier, T périodique et f est la solution par caractéristiques de

l’équation de Vlasov alors pour toute fonction ψ, T périodique en temps nous avons

∫ T

0

∫ 1

0

∫

R
fψ dvdxdt =

∫ T

0

∫

v>0

vg0(t, v)

∫ s0
out

t

ψ(s,X0(s), V 0(s)) dsdvdt. (1)

On veut estimer la masse totale de f sur une période de temps. Pour tout R > 0 nous

avons
∫ T

0

∫ 1

0

∫
R f dvdxdt = I1+I2 avec I1 =

∫ T

0

∫ 1

0

∫
|v|≤R

f dvdxdt ≤ 2TR max{‖g0‖L∞ , ‖g1‖L∞}
et I2 =

∫ T

0

∫ 1

0

∫
|v|>R

f dvdxdt. Par la formulation (1) nous avons

I2 =

∫ T

0

∫

v>0

vg0(t, v)

∫ s0
out

t

1{|V 0(s)|>R} ds dv dt.

On prend R = 6
√

2‖E‖1/2
L∞ et par le Lemme 1.1 on vérifie sans peine que :

- pour toute vitesse initiale 0 < v ≤ 4
√

2‖E‖1/2
L∞ nous avons |V 0(s)| ≤ R, ∀ t ≤ s ≤ s0

out

ce qui implique ∫ s0
out

t

1{|V 0(s)|>R} ds = 0 ;

- pour toute vitesse initiale v > 4
√

2‖E‖1/2
L∞ nous avons V 0(s) ≥ v − 2

√
2‖E‖1/2

L∞ , ∀ t ≤
s ≤ s0

out et par conséquent

s0
out − t ≤ 1

v − 2
√

2‖E‖1/2
L∞

≤ 2

v
.

On en déduit que I2 ≤ 2
∫ T

0

∫
v>0

g0(t, v) dvdt et finalement on obtient une inégalité du type

1

T

∫ T

0

∫ 1

0

∫

R
f(t, x, v) dvdxdt ≤ C(g0)(1 + ‖E‖1/2

L∞).
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Par des calculs supplémentaires on en déduit une majoration du même type pour le

supt∈R
∫ 1

0

∫
R f(t, x, v) dvdx. On peut conclure facilement car par l’équation de Poisson

nous avons aussi

‖E‖L∞(R×]0,1[) ≤ ‖ϕ1 − ϕ0‖L∞(R) + sup
t∈R

∫ 1

0

∫

R
f(t, x, v) dvdx ≤ C(g0, ϕ1 − ϕ0)(1 + ‖E‖1/2

L∞).

On peut établir un résultat analogue à celui présenté dans le Lemme 1.1 en dimension

supérieure. En le combinant avec des inégalités d’interpolation et de Sobolev on peut

obtenir des bornes L∞ du champ électrique pour des solutions de VP3D en domaine

borné cf. [B13]. Ces bornes peuvent s’avérer utiles lorsqu’on souhaite estimer la taille du

support en vitesse de la densité de particules f au vu des simulations numériques. Une

fois l’estimation de la norme L∞ du champ électrique établie, on montre facilement la

propagation de tous les moments en vitesse de la densité de particules.

1.2 Solutions périodiques en temps du système de VM3D

Je me suis proposé d’obtenir un résultat d’existence de solution faible périodique en

temps pour les équations de VM dans un domaine borné régulier Ω ⊂ R3. On note

Σ = ∂Ω×R3, Σ± = {(x, p) ∈ Σ : ±(v(p) ·n(x)) > 0} où n représente la normale unitaire

extérieure. On considère ici une seule espèce de particules chargées, de masse m et charge

q, mais les résultats se généralisent sans peine au cas de plusieurs espèces. Le système de

VM s’écrit

∂tf + v(p) · ∇xf + q(E(t, x) + v(p) ∧B(t, x)) · ∇pf = 0, (t, x, p) ∈ R× Ω× R3,

∂tE−c2
0 curlB = −j(t, x)

ε0

, ∂tB+curlE = 0, divE =
ρ(t, x)

ε0

, divB = 0, (t, x) ∈ R×Ω.

On précise la densité de particules sur R×Σ− et on impose une condition de Silver-Müller

sur R× ∂Ω

f(t, x, p) = g(t, x, p), (t, x, p) ∈ R× Σ−,

n(x) ∧ E(t, x) + c0 n(x) ∧ (n(x) ∧B(t, x)) = h(t, x), (t, x)× R× ∂Ω.

On suppose que g, h sont T périodiques en temps et on veut montrer l’existence de

solution (f, E, B) périodique en temps, de même période T . On cherche des bornes pour

l’énergie totale (cinétique et électromagnétique). À nouveau on est confronté à la difficulté

liée à l’absence de conditions initiales, car il s’agit d’un régime périodique en temps. De
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ce fait l’étape d’estimation des solutions est beaucoup plus difficile : on ne peut pas

conclure en utilisant seulement les conservations de la masse et de l’énergie totale. On

surmonte cette difficulté en écrivant aussi la conservation de la quantité de mouvement

et en utilisant la technique des multiplicateurs (voir [69]).

Voyons quelles sont les idées principales de cette étape. Nous traitons simultanément

les cas non relativiste et relativiste. Rappelons que v(p) = ∇pE(p) où l’énergie cinétique

est donnée par E(p) = |p|2
2m

dans le cas non relativiste et E(p) = mc2
0

((
1 + |p|2

m2c20

)1/2

− 1

)

dans le cas relativiste. Pour simplifier nous supposons que (f, E,B) est une solution

T périodique régulière de VM3D. Par l’intégration des conservations de la masse et de

l’énergie sur une période de temps nous obtenons une borne pour la masse et l’énergie

cinétique sortantes et l’énergie électromagnétique tangentielle :
∫ T

0

∫

Σ+

(v(p) · n(x))(1 + E(p))fdσdpdt +
c0ε0

2

∫ T

0

∫

∂Ω

{|n ∧ E|2 + c2
0|n ∧B|2}dσdt (2)

=

∫ T

0

∫

Σ−
|(v(p) · n(x))|(1 + E(p))gdσdpdt +

c0ε0

2

∫ T

0

∫

∂Ω

|h|2dσdt.

La conservation de la quantité de mouvement s’écrit

∂

∂t

∫

R3

f(t, x, p) p dp + div

∫

R3

f(t, x, p)(p⊗ v(p)) dp = ρ(t, x)E(t, x) + j(t, x) ∧B(t, x).

En utilisant le multiplicateur x on obtient après intégration sur ]0, T [×Ω
∫ T

0

∫

Σ

(v(p) ·n(x))(p ·x)f dσdpdt =

∫ T

0

∫

Ω

∫

R3

(v(p) ·p)f dpdxdt+

∫ T

0

∫

Ω

(ρE + j ∧B) ·x dxdt.

Le choix du multiplicateur x est motivé par l’apparition du terme
∫ T

0

∫
Ω

∫
R3(v(p)·p)f dpdxdt

qui domine l’énergie cinétique, car nous avons l’inégalité (v(p)·p) ≥ E(p) pour tout p ∈ R3.

En tenant compte des équations de Maxwell on vérifie sans peine que :

ρE + j ∧B = ε0(divE E − E ∧ curlE) + ε0c
2
0(divB B −B ∧ curlB)− ε0∂t(E ∧B).

On fait appel à l’identité divu u − u ∧ curlu = div(u⊗ u) − 1
2
∇|u|2. En combinant les

calculs précédents on en déduit une borne pour l’énergie totale ainsi que pour les traces

normales du champ électromagnétique. On démontre le résultat

Théorème 1.1 (cf. [B5, B8]) Soit Ω ⊂ R3 un ouvert borné, de frontière ∂Ω régulière et

strictement étoilée. On considère g ∈ L∞(R×Σ−) et h des fonctions T périodiques telles

que g ≥ 0, (n · h)|R×∂Ω = 0 et
∫ T

0

∫

Σ−
|(v(p) · n(x))|(1 + E(p))g(t, x, p) dσdpdt +

∫ T

0

∫

∂Ω

|h(t, x)|2 dσdt < +∞.
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Alors il existe au moins une solution faible T périodique (f, E, B) du système de VM3D

(cas non relativiste ou relativiste) qui possède des traces γ+f ∈ L∞(R×Σ+), (n·E, n·B) ∈
L2

loc(R; L2(∂Ω))2, (n ∧ E, n ∧B) ∈ L2
loc(R; L2(∂Ω)

3
)2.

Il est possible de traiter d’autres conditions aux limites ou des mélanges de plusieurs

espèces de particules chargées. L’existence de solution faible périodique en temps de VP

en N dimensions suit par la même méthode [B11]. Par des calculs similaires on peut

estimer les solutions périodiques en temps des modèles de VP ou VM avec un terme de

collisions de Fokker-Planck (FP).

1.3 Convergence du modèle relativiste de VM vers le modèle

de VP

Il existe dans la littérature plusieurs résultats justifiant le modèle de VP comme limite

du modèle relativiste de VM lorsque les particules se déplacent à des vitesses petites

devant celle de la lumière. Des résultats de ce type ont été prouvés par Degond [38],

Schaeffer [91], Lee [71] pour des solutions classiques. Je me suis proposé d’étudier le

même comportement asymptotique pour des régimes permanents (solutions stationnaires

et solutions périodiques en temps). On rencontre des difficultés supplémentaires : d’une

part on travaille avec des solutions faibles ; d’autre part on se place dans un domaine

borné tri-dimensionnel, en imposant des conditions aux limites. Présentons ici le cas des

solutions stationnaires, qui est beaucoup plus simple par rapport à celui des solutions

périodiques. Pour tout c > 0 on note par (fc, Ec, Bc) une solution faible stationnaire du

modèle relativiste de VM3D

vc(p) · ∇xfc + q(Ec(x) + vc(p) ∧Bc(x)) · ∇pfc = 0, (x, p) ∈ Ω× R3,

c2 curlBc =
jc(t, x)

ε0

, curlEc = 0, divEc =
ρc(x)

ε0

, divBc = 0, x ∈ Ω,

avec les conditions aux limites

fc(x, p) = g(x, p), (x, p) ∈ Σ−,

n(x) ∧ Ec(x) + c n(x) ∧ (n(x) ∧Bc(x)) = h(x), x ∈ ∂Ω, (3)

où vc(p) = ∇pEc(p), Ec(p) = mc2

((
1 + |p|2

m2c2

)1/2

− 1

)
, ρc = q

∫
R3fc dp, jc = q

∫
R3fvc(p) dp.

Comme précédemment Ω ⊂ R3 est un ouvert borné, régulier, étoilé et on suppose que les
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conditions aux limites vérifient g ≥ 0, g ∈ L∞(Σ−), (n · h)|∂Ω = 0 et

M−+K− :=

∫

Σ−
|(v(p) ·n(x))|(1+E(p))g(x, p) dσdp < +∞, H :=

∫

∂Ω

|h(x)|2 dσ < +∞,

où E(p) = |p|2
2m

, v(p) = p
m

. L’existence des solutions (fc, Ec, Bc)c>0 est assurée par le

Théorème 1.1. Nous faisons appel à des arguments de compacité. Pour cela nous de-

vons estimer uniformément par rapport à c l’énergie totale et les traces des solutions

(fc, Ec, Bc)c>0. Il est possible d’estimer ces quantités en reprenant les calculs du para-

graphe précédent mais les bornes peuvent dépendre éventuellement de c. Ceci est dû à la

présence du terme ε0c
2

∫
∂Ω
|h(x)|2 dσ dans la variante stationnaire de (2)

∫

Σ+

(vc(p) · n(x))(1 + Ec(p))fc dσdp +
ε0c

2

∫

∂Ω

{|n ∧ Ec|2 + c2|n ∧Bc|2} dσ

=

∫

Σ−
|(vc(p) · n(x))|(1 + Ec(p))g dσdp +

ε0c

2

∫

∂Ω

|h(x)|2dσ

≤ M− + K− +
ε0c

2
H. (4)

Plus précisément l’égalité (4) fournit une borne pour le supc≥1

∫
∂Ω
{|n ∧ Ec|2 + c2|n ∧

Bc|2} dσ mais pas pour l’énergie sortante K+
c :=

∫
Σ+(vc(p)·n(x))Ec(p)fc dσdp. L’obtention

d’une borne pour le supc>0 K+
c est un point délicat. Voici comment on peut procéder

pour s’affranchir de cette difficulté. On suppose que Ω est simplement connexe. Comme

curlEc = 0, n ∧ Ec ∈ L2(∂Ω)3 il existe φc ∈ H1(Ω) qui possède une trace ϕc = φc|∂Ω ∈
H1(∂Ω) tel que Ec = −∇xφc et ‖ϕc‖H1(∂Ω) ≤ C(Ω)‖n ∧ Ec‖L2(∂Ω)3 . Après multiplication

de l’équation de Vlasov par l’énergie Ec(p) + qφc(x) et intégration sur Ω× R3 on trouve
∫

Σ+

(vc(p) · n(x))(Ec(p) + qϕc(x))fc dσdp =

∫

Σ−
|(vc(p) · n(x))|(Ec(p) + qϕc(x))g dσdp.

Pour conclure il suffit de combiner des inégalités d’Hölder, de Sobolev (sur ∂Ω) et d’interpo-

lation.

Un deuxième point délicat est le traitement des conditions aux limites (3) : quelle

sera la condition satisfaite par la solution limite lorsque c → +∞ ? Pour répondre à

cette question on utilise la décomposition orthogonale (par rapport au produit scalaire de

L2(∂Ω)3) du champ tangent h en parties irrotationnelle et rotationnelle h = ∇τh1 + n ∧
∇τh2, avec h1, h2 ∈ H1(∂Ω), où ∇τ est le gradient tangentiel au long de ∂Ω. En utilisant

les équations de Maxwell et l’équation de continuité divxjc = 0 on vérifie que les traces

tangentielles du champ électromagnétique satisfont en distributions

c2divτ (n ∧Bc) = −(n · jc)

ε0

, divτ (n ∧ Ec) = 0, (5)
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c’est à dire

−c2

∫

∂Ω

(n ∧Bc) · ∇τϕ dσ = −
∫

∂Ω

(n · jc)

ε0

ϕ(x) dσ,

∫

∂Ω

(n ∧ Ec) · ∇τϕ dσ = 0,

pour toute fonction ϕ ∈ C1(∂Ω). Identifions la trace tangentielle de la limite faible

E = limc→+∞ Ec dans L2(Ω)3. On note par n∧E la limite faible n∧E = limc→+∞ n∧Ec

dans L2(∂Ω)3. Nous avons divτ (n ∧ Ec) = divτ (n ∧∇τh2) = 0 et par conséquent

∫

∂Ω

(n ∧ E − n ∧∇τh2) · ∇τϕ1 dσ = 0, ∀ ϕ1 ∈ C1(∂Ω). (6)

Soit maintenant ϕ2 ∈ C1(∂Ω). La condition aux limites (3) et la première égalité de (5)

impliquent

∫

∂Ω

(n ∧ Ec − n ∧∇τh2) · (n ∧∇τϕ2) dσ = −c

∫

∂Ω

(n ∧Bc) · ∇τϕ2 dσ = − 1

ε0c

∫

∂Ω

(n · jc)ϕ2 dσ.

Après passage à la limite quand c → +∞ on en déduit que

∫

∂Ω

(n ∧ E − n ∧∇τh2) · (n ∧∇τϕ2) dσ = 0, ∀ ϕ2 ∈ C1(∂Ω). (7)

En combinant (6) et (7) on obtient n ∧ E = n ∧∇τh2. On démontre le résultat

Théorème 1.2 (cf. [B6]) Soit Ω ⊂ R3 un ouvert borné, régulier, de frontière strictement

étoilée. On considère g et h des fonctions vérifiant 0 ≤ g ∈ L∞(Σ−), M− + K− < +∞,

(n · h)|∂Ω = 0, H < +∞ et (cr)r une suite divergente vers +∞. On note par (fr, Er, Br)

les solutions du système de VM stationnaire avec c = cr, construites précédemment. Alors

il existe une sous-suite (crk
)k telle que frk

⇀ f faiblement ? dans L∞(Ω× R3), Erk
⇀ E

faiblement dans L2(Ω)3, où (f, E) est une solution faible du système de VP stationnaire

v(p) · ∇xf + qE(x) · ∇pf = 0, (x, p) ∈ Ω× R3,

curlE = 0, divE = q

∫
R3 f dp

ε0

, x ∈ Ω,

f(x, p) = g(x, p), (x, p) ∈ Σ−, n(x) ∧ E(x) = n(x) ∧∇τh2, x ∈ ∂Ω.

On montre un résultat du même type pour les solutions faibles T périodiques en temps.

Nous renvoyons à [B10] pour les détails de démonstration.
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1.4 Unicité de la solution par caractéristiques de VP1D et VM1D

On dispose de nombreux résultats d’existence de solutions faibles/fortes pour les équations

de VP et VM. La situation est différente en ce qui concerne l’unicité de ces solutions.

L’unicité de la solution forte pour VP3D a été étudiée par Schaeffer [93], Lions et Perthame

[73], Pfaffelmoser [79]. Rappelons aussi le résultat d’unicité obtenu par Robert [87] pour

la solution faible de VP3D avec support compact en impulsion. Des résultats d’unicité

pour VM ont été obtenus par Glassey et Schaeffer [53], [54] en utilisant le Théorème de

Glassey-Strauss [55]. Une des hypothèses essentielles est la compacité du support en im-

pulsion des densités de particules, ce qui ne correspond pas à la réalité physique. L’unicité

de la solution stationnaire des équations de VP1D avec conditions aux limites a été étudiée

par Greengard et Raviart [63].

J’ai analysé l’existence et l’unicité de la solution par caractéristiques pour les équations

de VP1D et VM1D avec des conditions aux limites, en adaptant la méthode utilisée par

Cooper et Klimas [28]. Bien entendu la partie originale de ce travail est le résultat

d’unicité. Considérons ici les équations de VP1D

∂tf + v∂xf + E(t, x)∂vf = 0, (t, x, v) ∈]0, T [×]0, 1[×R,

E(t, x) = −∂xU, −∂2
xU = ρ(t, x) :=

∫

R
f(t, x, v) dv, (t, x) ∈]0, T [×]0, 1[,

avec la condition initiale

f(0, x, v) = f0(x, v), (x, v) ∈]0, 1[×R,

et les conditions aux limites

f(t, 0, v > 0) = g0(t, v > 0), f(t, 1, v < 0) = g1(t, v < 0), t ∈]0, T [,

U(t, 0) = ϕ0(t), U(t, 1) = ϕ1(t), t ∈]0, T [.

On travaille avec des champs électriques réguliers E ∈ L∞(]0, T [; W 1,∞(]0, 1[)) et l’équation

de Vlasov et résolue par caractéristiques. On note par (XE, VE), fE les caractéristiques

et la solution par caractéristiques associées au champ E. Pour simplifier on suppose ici

que g1 = 0. Rappelons que fE vérifie pour toute fonction test ψ

∫ T

0

∫ 1

0

∫

R
fEψ dvdxdt =

∫ 1

0

∫

R
f0(x, v)

∫ sout(0,x,v)

0

ψ(s,XE(s; 0, x, v), VE(s; 0, x, v)) dsdvdx

+

∫ T

0

∫

v>0

vg0(t, v)

∫ sout(t,0,v)

t

ψ(s,XE(s; t, 0, v), VE(s; t, 0, v)) dsdvdt.
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En utilisant l’équation de Poisson et l’équation de continuité on se ramène à l’étude des

points fixes de l’application E → FE définie par

FE(t, x) = −
∫ t

0

jE(s, x) ds +

∫ t

0

∫ 1

0

jE(s, y) dyds + Ed(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1],

où jE =
∫
R vfE dv et Ed dépend uniquement des données f0, ϕ0, ϕ1. Afin d’obtenir un

résultat d’unicité on cherche à estimer FA−FB par rapport à A−B quand A et B sont

réguliers. On procède par la dualité 〈·, ·〉L∞(0,1),L1(0,1). Pour toute fonction ϕ ∈ L1(]0, 1[)

nous obtenons en utilisant la formulation par caractéristiques avec ψ = vϕ
〈∫ t

0

jA(s, ·) ds−
∫ t

0

jB(s, ·) ds, ϕ

〉

L∞,L1

=

∫ t

0

∫ 1

0

∫

R
(fA − fB)(s, x, v)vϕ(x) dvdxds

=

∫ 1

0

∫

R
f0(x, v)

∫ XA(sA
out(0,x,v))

XB(sB
out(0,x,v))

ϕ(u) dudvdx

+

∫ t

0

∫

v>0

vg0(s, v)

∫ XA(sA
out(s,0,v))

XB(sB
out(s,0,v))

ϕ(u) dudvds

= Tf0(ϕ) + Tg0(ϕ).

Examinons le terme Tg0(ϕ), l’analyse du terme Tf0(ϕ) étant similaire. Le calcul précédent

suggère l’introduction des vitesses critiques v0
E(t; s, 0), v1

E(t; s, 0), E ∈ {A,B} telles que :

- pour toute vitesse initiale 0 < v < v0
E(t; s, 0) le temps de sortie de la caractéristiques

issue de (s, 0, v) est inférieur à t, sE
out(s, 0, v) < t et la sortie s’effectue par l’extrémité

gauche de l’intervalle ]0, 1[ ;

- pour toute vitesse initiale v0
E(t; s, 0) < v < v1

E(t; s, 0) la caractéristique issue de (s, 0, v)

ne sort pas de ]0, 1[ avant l’instant t ;

- pour toute vitesse initiale v > v1
E(t; s, 0) le temps de sortie de la caractéristiques issue

de (s, 0, v) est inférieur à t, sE
out(s, 0, v) < t et la sortie s’effectue par l’extrémité droite de

l’intervalle ]0, 1[.

On observe immédiatement que pour calculer Tg0(ϕ) il suffit de considérer les vitesses

initiales v ∈] min{v0
A, v0

B}, max{v1
A, v1

B}[ car dans les autres cas XA(sA
out) = XB(sB

out).

Les contributions des vitesses v ∈] max{v0
A, v0

B}, min{v1
A, v1

B}[ sont estimées facilement en

utilisant la dépendance continue des caractéristiques par rapport aux champs A,B (à noter

que pour ces vitesses les caractéristiques associées à A,B sont définies au moins jusqu’à

l’instant t). Pour conclure on doit estimer les vitesses critiques relatives v0
A− v0

B, v1
A− v1

B.

Ceci est un résultat technique dont la preuve repose sur un argument de comparaison

entre les sous/surcaractéristiques associées à un champ croissant par rapport à la variable

spatiale.
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Proposition 1.1 (cf. [B7]) Soient A,B ∈ L∞(]0, T [; W 1,∞(]0, 1[)) deux champs crois-

sants par rapport à x. Alors il existe une constante C qui dépend des normes de A, B

dans L∞(]0, T [; W 1,∞(]0, 1[)) telle que pour tout t ∈ [0, T ]

max
k∈{0,1}

|vk
A(T ; t, 0)− vk

B(T ; t, 0)| ≤ C

∫ T

t

‖A(s)−B(s)‖L∞(]0,1[) ds.

La proposition précédente implique après calcul
∣∣∣∣∣
〈∫ t

0

jA(s, ·) ds−
∫ t

0

jB(s, ·) ds, ϕ

〉

L∞,L1

∣∣∣∣∣ ≤ C1‖ϕ‖L1(0,1)

∫ t

0

‖A(s)−B(s)‖L∞(]0,1[) ds,

et finalement on en déduit que

‖FA(t)−FB(t)‖L∞(0,1) ≤ C2

∫ t

0

‖A(s)−B(s)‖L∞(]0,1[) ds.

Clairement l’application F possède au plus un point fixe. L’existence suit immédiatement

par itérations successives. Par la même méthode on peut traiter les modèles de VP1D,

VM1D dans l’espace tout entier et il est possible d’obtenir des résultats de dépendance

continue de la solution par rapport aux données.

2 Limites champ fort et champ faible du système de

Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck

Publications : [BG1, BG2].

On considère un plasma constitué d’électrons et d’ions qui interagissent par l’intermé-

diaire des champs électriques et magnétiques créés collectivement et aussi par des col-

lisions. Les inconnues sont la densité d’électrons f , le champ électrique E, le champ

magnétique B et on suppose connues les densités de charge et de courant des ions D, J .

Pour la modélisation de ce système on peut utiliser l’équation de Vlasov avec un terme

de collision de Fokker-Planck (FP)

∂tf + v · ∇xf +
e

m
(E(t, x) + v ∧B(t, x)) · ∇vf =

1

τ
divv

(
vf +

KBTth

m
∇vf

)
,

couplée aux équations de Maxwell

∂tE−c2
0curlxB = −e

∫
R3fvdv + J

ε0

, ∂tB+curlxE = 0, divxE =
e
∫
R3fdv + D

ε0

, divxB = 0.

Le modèle obtenu est appelé le système de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck (VMFP). Préci-

sons la signification des différentes constantes dans les équations précédentes : ε0 est la
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permittivité électrique du vide, c0 est la vitesse de la lumière dans le vide, e < 0 est

la charge des électrons, m est la masse des électrons, τ est le temps de relaxation qui

caractérise l’interaction avec le bain thermique, KB est la constante de Boltzmann et Tth

est la température. Les densités D, J sont des fonctions données, vérifiant l’équation de

continuité ∂tD + divxJ = 0. Pour un plasma on distingue les grandeurs caractéristiques

suivantes

- le libre parcours moyen l =
√

KBTth

m
· τ : c’est la distance moyenne parcourue entre deux

collisions successives ;

- la longueur de Debye Λ =
√

ε0KBTthd3

e2N : c’est la distance typique des perturbations

d’un plasma quasi-neutre (ici N est le nombre typique d’électrons et d est une longueur

caractéristique).

Notre objectif est d’étudier la stabilité des solutions des équations de VMFP quand les

différents paramètres physiques varient. Pour cela on doit choisir des unités d’observation

et remplacer les grandeurs physiques par des quantités sans dimension.

2.1 Limite champ électrique fort du système non relativiste de

VMFP

Supposons que le libre parcours moyen est petit devant la longueur de Debye et on note

ε = ( l
Λ
)2. On choisit T = τ

ε
, L = l

ε
, V =

√
KBTth

m
comme unités de temps, d’espace et de

vitesse respectivement. Après quelques calculs (voir [BG1]) on obtient le système

ε(∂tfε +v ·∇xfε)− (Eε +αε(v∧Bε)) ·∇vfε = divv(vfε +∇vfε), (t, x, v) ∈]0, T [×R3×R3,

(8)

∂tEε − curlxBε = −(J − jε) =

∫

R3

fεv dv − J(t, x), (t, x) ∈]0, T [×R3, (9)

αε∂tBε + curlxEε = 0, (t, x) ∈]0, T [×R3, (10)

divxEε = D(t, x)− ρε(t, x) = D(t, x)−
∫

R3

fε dv, divxBε = 0, (t, x) ∈]0, T [×R3, (11)

où ε est un petit paramètre et α = ( Λ
τc0

)2. On complète ces équations par des conditions

initiales

fε(0, x, v) = f 0
ε (x, v), (x, v) ∈ R3 × R3, Eε(0, x) = E0

ε (x), Bε(0, x) = B0
ε (x), x ∈ R3.(12)

Notons que le terme non linéaire Eε · ∇vfε est du même ordre de grandeur que le terme

de diffusion de FP. Le régime asymptotique ε ↘ 0, α = O(1) est appelé limite champ

électrique fort.
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L’analyse de ces régimes est motivée par des applications dans les domaines des semi-

conducteurs et de l’interaction laser-plasma. Les limites champ fort ont été investiguées

par Poupaud [84], Arnold, Carrillo, Gamba et Shu [5], Ben Abdallah, Degond, Markowich

et Schmeiser [12], Degond et Jungel [39], Nieto, Poupaud et Soler [76], Goudon, Nieto,

Poupaud et Soler [61]. On raisonne par des arguments de compacité. Une deuxième ap-

proche consiste à utiliser la méthode de l’entropie relative ou de l’énergie modulée, intro-

duite par Yau [100]. Cette méthode a été utilisée pour traiter de nombreux modèles : rap-

pelons les travaux de Brenier [19], Brenier, Mauser et Puel [20], Golse et Saint-Raymond

[59] pour la physique des plasmas, Saint-Raymond [90], Berthelin et Vasseur [13] pour la

dynamique des gaz, Goudon, Jabin et Vasseur [62] pour l’interaction fluide-particules.

Nous avons étudié la limite champ électrique fort des équations de VMFP3D par la

méthode de l’entropie relative. Nous travaillons avec des solutions fortes de ces équations.

Bien que la théorie des équations de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP) soit bien

développée (voir les travaux de Carrillo et Soler [25], Victory [96] pour l’existence de

solution faible et ceux de Bouchut [16, 17], Degond [37], O’Dwyer et Victory [83] pour

l’existence et l’unicité de solution classique) à notre connaissance il n’existe pas de résultats

d’existence/unicité pour la solution classique des équations de VMFP3D.

Pour tout ε > 0 on suppose qu’il existe une solution classique de (8 − 12) notée

(fε, Eε, Bε). Pour identifier le système limite quand ε ↘ 0 on peut procéder comme il

suit. En écrivant l’équation de Vlasov-Fokker-Planck sous la forme

∂tfε + v · ∇xfε − α(v ∧Bε) · ∇vfε =
1

ε
divv

(
e−

|v+Eε(t,x)|2
2 ∇v

(
fεe

|v+Eε(t,x)|2
2

))
,

on en déduit formellement que lorsque ε ↘ 0 nous avons fε ≈ ρ(t,x)

(2π)3/2 e
− |v+E(t,x)|2

2 , ce qui

implique jε(t, x) =
∫
R3 fεv dv ≈ −ρ(t, x)E(t, x). En tenant compte de l’équation de

continuité ∂tρε + divxjε = 0 on obtient le système limite



∂tρ− divx(ρE) = 0, (t, x) ∈]0, T [×R3,

divxE = D(t, x)− ρ(t, x), curlxE = 0, (t, x) ∈]0, T [×R3,

∂tE − curlxB = −J(t, x)− ρ(t, x)E(t, x), divxB = 0, (t, x) ∈]0, T [×R3.

(13)

L’étude de l’existence et l’unicité de solution classique pour (13) s’effectue en utilisant les

résultats de [76]. Soit (ρ,E, B) la solution classique de (13) et pour tout ε > 0 on définit

l’entropie relative

Hε(t) = ε

∫

R3

∫

R3

fε(ln fε +
1

2
|v + E|2) dvdx +

1

2

∫

R3

(|Eε − E|2 + αε|Bε −B|2) dx.
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L’idée est d’analyser la variation en temps de cette quantité. Ceci nous permet de contrôler

l’entropie relativeHε(t) ainsi que sa dissipation
∫ T

0

∫
R3

∫
R3 |
√

fε(v+E)+2∇v

√
fε|2 dvdxdt.

On déduit les convergences limε↘0(Eε,
√

εBε) = (E, 0) dans L∞(]0, T [; L2(R3))6, limε↘0 Bε

= B dansD′(]0, T [×R3)3, limε↘0 ρε = ρ dans C0([0, T ],M(R3) faiblement ?) et limε↘0 jε =

−ρE dans M([0, T ]×R3)3 faiblement ? (on a noté par M(X) l’ensemble des mesures de

Radon bornées sur X). La dernière convergence est obtenue en exploitant la dissipation

de l’entropie car nous avons

∫ T

0

∫

R3

|jε + ρεE| dxdt ≤
∫ T

0

∫

R3

∫

R3

√
fε|

√
fε(v + E) + 2∇v

√
fε| dvdxdt.

Il est possible de justifier la convergence (dans un certain sens) des densités de partic-

ules fε(t, x, p) vers ρ(t, x)(2π)−3/2e−|v+E(t,x)|2/2. En utilisant les inégalités logarithmiques

de Sobolev (cf. [4, 3]) et l’inégalité de Csiszar-Kullback-Pinsker (cf. [70, 35]) on montre

que pour toute fonction ϕ ∈ C0(R3) ∩ L∞(R3) nous avons

lim
ε↘0

∫ T

0

∫

R3

∣∣∣
∫

R3

(
fε(t, x, v)− ρ(t, x)

(2π)3/2
e−

|v+E(t,x)|2
2

)
ϕ(x) dx

∣∣∣ dvdt = 0.

2.2 Limite champ faible du système relativiste de VMFP

D’autres régimes asymptotiques des équations de VMFP ont été mis en évidence,

notamment les limites de diffusion. On suppose que le libre parcours moyen adimensionné

est petit et que la vitesse thermique adimensionnée est inversement proportionnelle au

libre parcours moyen adimensionné. Cette limite est appelée limite champ faible car dans

ce cas le terme de collision domine le terme de transport. Les limites champ faible des

équations de VPFP en 2D et 3D ont été étudiées par Poupaud et Soler [82]. Ils montrent

un résultat de convergence locale en temps, un résultat de convergence globale en 2D sous

des hypothèses moins restrictives étant obtenu par Goudon [60]. Dans le cas attractif le

système limite est connu sous le nom du modèle de Smoluchowski, voir Chandrasekhar

[26], Chavanis, Sommeria et Robert [27]. Le même modèle a été proposé par Keller et

Segel [67] pour décrire l’évolution de certains systèmes en biologie.

L’étude de ces régimes permet d’établir des liens entre les modèles cinétiques et les

modèles fluides et repose sur des techniques d’approximation par diffusion, utilisées dans

la neutronique [8], la physique des semi-conducteurs [58, 81] et le transfert radiatif [7].

Nous nous sommes proposés d’étudier la limite champ faible des équations relativistes
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de VMFP en une dimension d’espace et deux dimensions d’impulsion

∂tf
ε +

1

ε
v1(p)∂xf

ε +

(
1

ε
Eε

1 + v2(p)Bε

)
∂p1f

ε +

(
1

ε
Eε

2 − v1(p)Bε

)
∂p2f

ε

=
1

ε2
divp(∇pf

ε + v(p)f ε), (t, x, p) ∈]0, T [×R× R2,

∂tE
ε
1 = −1

ε
jε
1(t, x) + J(t, x), ∂xE

ε
1 = ρε(t, x)−D(t, x), (t, x) ∈]0, T [×R,

∂tE
ε
2 + ∂xBε = −1

ε
jε
2(t, x), ε2∂tBε + ∂xE

ε
2 = 0, (t, x) ∈]0, T [×R, (14)

où ρε =
∫
R2 f εdp, jε =

∫
R2 f εv(p)dp et D, J : [0, T ] × R → R sont des fonctions données

vérifiant l’équation de continuité ∂tD+∂xJ = 0. Nous présentons ici les arguments formels

qui permettent d’obtenir les équations du modèle limite. En multipliant l’équation de

Vlasov par εp1 on trouve après intégration par rapport à p ∈ R2

ε∂t

∫

R2

p1f
ε dp + ∂x

∫

R2

v1(p)p1f
ε dp− Eε

1ρ
ε − εBεj

ε
2 = ∂tE

ε
1 − J.

À l’exception du terme ∂x

∫
R2 v1(p)p1f

εdp on devine facilement les limites quand ε ↘ 0

de tous les autres termes de l’égalité précédente. Pour traiter le terme ∂x

∫
R2 v1(p)p1f

εdp

nous analysons la dissipation de l’énergie et l’entropie. Nous montrons que

sup
ε>0

(
1

ε2

∫ T

0

∫

R

∫

R2

|∇pf
ε + v(p)f ε|2

f ε
dp dx dt

)
< +∞,

et on en déduit que f ε(t, x, p) ≈ ρ(t, x) e−E(p)

K
où E(p) est l’énergie relativiste (adimen-

sionnée) et K =
∫
R2 e−E(p)dp. Dans ce cas nous avons

∫

R2

v1(p)p1f
ε dp ≈ −ρ(t, x)

K

∫

R2

p1∂p1(e
−E(p)) dp = ρ(t, x),

et nous obtenons formellement la convergence limε↘0 ∂x

∫
R2 v1(p)p1f

εdp = ∂xρ. Finale-

ment on trouve les équations limites

∂tE1 + ρE1 − ∂2
xE1 = ∂xD + J, ∂xE1 = ρ−D, (t, x) ∈ [0, T ]× R.

Les preuves reposent sur des arguments de compacité. Un des points délicats consiste

à montrer des estimations uniformes pour les normes L∞ de (Eε)ε>0, (εBε)ε>0. Ces

estimations sont obtenues en adaptant la méthode utilisée par Glassey et Schaeffer [51]

cette fois-ci dans un cadre collisionnel. Les normes L2 de (Eε)ε>0, (εBε)ε>0 sont estimées

en utilisant les bilans habituels d’énergie et entropie. Soient les limites faibles (E2, A) =

limε↘0(E
ε
2, εBε) dans L2(]0, T [×R)2. En passant à la limite quand ε ↘ 0 dans (14)
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on en déduit que ∂xE2 = ∂xA = 0 (on démontre préalablement une borne pour jε

ε
dans

L2(]0, T [; L1(R)2) et par conséquent E2 = A = 0 car E2, A ∈ L2(]0, T [×R). En faisant

une analyse plus détaillée on montre les convergences limε↘0(ε
−1Eε

2, Bε) = (0, 0) dans

D′(]0, T [×R)2.

3 Modèles réduits pour l’interaction laser-plasma

Publications : [B12, B14, B15, B16, BL, B17].

On considère une population d’électrons relativistes dont la densité est notée F =

F (t, x, p), qui se déplacent sous l’action du champ électromagnétique (E, B). Si on néglige

les collisions, l’évolution de ce système est décrite par les équations de VM. Récemment un

modèle réduit de VM a été introduit pour étudier l’interaction laser-plasma. On suppose

que les inconnues (F, E,B) dépendent d’une seule variable spatiale, notée x, et que les

électrons sont monocinétiques dans les directions orthogonales py, pz. Après quelques

transformations (voir [65]) on obtient le système réduit en une dimension d’espace et une

dimension d’impulsion

∂tf +
p

γ1

∂xf −
(

E(t, x) +
A(t, x)

γ2

∂xA

)
∂pf = 0, (15)

∂2
t A− ∂2

xA = −ργ2(t, x)A(t, x), (16)

∂tE = j(t, x), ∂xE = ρext(x)− ρ(t, x), (17)

où {ρ, ργ2 , j}(t, x) =
∫
R{1, 1

γ2
, p

γ1
}f(t, x, p)dp, γ1, γ2 sont des facteurs de Lorentz et ρext

est la densité du fond neutralisant des ions. Dans le modèle d’origine (appelé fortement

relativiste (FR)) les facteurs γ1, γ2 sont donnés par

γ1 = γ2 = (1 + |p|2 + |A(t, x)|2)1/2. (18)

Malgré sa basse dimension, le modèle FR est difficile à étudier à cause du couplage

fortement non linéaire entre les variables cinétiques et électromagnétiques, donné par

(18). Deux modèles simplifiés ont été introduits : le modèle non relativiste (NR), obtenu

en remplaçant la dynamique relativiste par celle newtonienne (γ1 = γ2 = 1) et le modèle

quasi relativiste (QR), dans lequel γ1 = (1 + |p|2)1/2, γ2 = 1 . Notons que les solutions

des modèles NR et FR sont des solutions exactes des équations de VM dans les cas
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non relativiste et relativiste respectivement. En revanche, le modèle QR n’est qu’une

approximation du modèle FR. Les modèles sont complétés par des conditions initiales

f(0, x, p) = f0(x, p), (x, p) ∈ R2, (E,A, ∂tA)(0, x) = (E0, A0, A1)(x), x ∈ R. (19)

3.1 Étude théorique du modèle FR

Les modèles NR et QR ont été étudiés très récemment par Carrillo et Labrunie [24]. Ils

montrent des résultats d’existence et unicité locale en temps dans le cas NR et globale en

temps dans le cas QR, mais la méthode utilisée ne permet pas de traiter le cas FR. Je me

suis proposé d’étudier le cas FR en utilisant la méthode introduite dans [B7]. Pour tout

couple de champs réguliers E ∈ L∞(]0, T [; W 1,∞(R)), A ∈ L∞(]0, T [; W 2,∞(R)) on définit

l’application F donnée par

(E, A) → fE,A → (Ẽ, Ã) =: F(E, A),

où fE,A est la solution par caractéristiques de (15) associée aux champs E, A et les nou-

veaux champs Ẽ, Ã sont définis par
∫

R
Ẽ(t, x)ϕ(x) dx =

∫

R
E0(x)ϕ(x) dx +

∫

R

∫

R
f0(x, p)

∫ X(t;0,x,p)

x

ϕ(u) dudpdx, (20)

pour toute fonction ϕ ∈ L1(R) et

Ã(t, x) =
1

2
(A0(x + t) + A0(x− t)) +

1

2

∫ x+t

x−t

A1(y) dy

− 1

2

∫ t

0

∫ x+(t−s)

x−(t−s)

(ργ2A)(s, y) dyds, (t, x) ∈ [0, T ]× R. (21)

On a noté par (X,P ) = (X(s; t, x, p), P (s; t, x, p)) les caractéristiques de (15). Évidemment

la définition de Ã provient de la résolution de (16) par la formule de Duhamel. Justifions

maintenant la définition (20). Notons tout d’abord que si E0 ∈ L∞(R) et f0 ∈ L1(R2),

le membre droit de (20) varie linéairement et continûment par rapport à ϕ ∈ L1(R) et

par conséquent Ẽ(t, ·) est bien défini dans L∞(R) pour tout t. D’autre part la première

équation de (17) implique
∫

R
{E(t, x)− E0(x)}ϕ(x) dx =

∫ t

0

∫

R
jE,A(s, x)ϕ(x) dxds

=

∫ t

0

∫

R

∫

R
fE,A(s, x, p)

p

γ1

ϕ(x) dpdxds

=

∫

R

∫

R
f0(x, p)

∫ t

0

dX

ds
ϕ(X(s)) dsdpdx

=

∫

R

∫

R
f0(x, p)

∫ X(t;0,x,p)

x

ϕ(u) dudpdx,
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ce qui nous conduit à la définition (20). Sous des hypothèses appropriées (typiquement

on suppose que f0 est de masse et énergie finies et que (E0, A0, A1) sont réguliers) on

montre l’existence d’un domaine DT ⊂ W 1,∞(]0, T [×R) ×W 2,∞(]0, T [×R) qui est laissé

invariant par l’application F . Pour établir ces estimations on utilise à plusieurs reprises

la formulation par caractéristiques de (15), un des points clé étant le fait que la vitesse

des particules au long des trajectoires ne dépasse pas la vitesse des caractéristiques de

l’équation des ondes (16). Notons également qu’il est nul besoin d’imposer la compacité

du support en impulsion de la densité initiale f0. L’étape suivante consiste à estimer

F(E1, A1)−F(E2, A2). On introduit la notation

|||(E,A)(t)||| = ‖E(t)‖L∞ + ‖A(t)‖L∞ + ‖∂xA(t)‖L∞ + ‖∂tA(t)‖L∞ .

On raisonne par la dualité 〈L∞, L1〉. Par exemple on écrit pour toute fonction ϕ ∈ L1(R)
∣∣∣∣
∫

R
(Ẽ1(t, x)− Ẽ2(t, x))ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫

R

∫

R
f0(x, p)

∣∣∣∣∣
∫ X1(t;0,x,p)

X2(t;0,x,p)

|ϕ(u)| du

∣∣∣∣∣dpdx

≤
∫

R
|ϕ(u)|

∫

R

∫

R
f0(x, p)1{|u−X1(t)|≤|X2(t)−X1(t)|}dpdxdu,

où (Xk, Pk)k∈{1,2} sont les caractéristiques associées à (Ek, Ak)k∈{1,2}. Par la dépendance

continue des caractéristiques on obtient après quelques calculs

‖(Ẽ1 − Ẽ2)(t)‖L∞ ≤ C

∫ t

0

|||(E1 − E2, A1 − A2)(s)||| ds, ∀ t ∈ [0, T ].

De manière similaire on estime les normes L∞ de (Ã1 − Ã2, ∂xÃ1 − ∂xÃ2, ∂tÃ1 − ∂tÃ2) et

finalement on montre qu’il existe une constante C qui dépend des conditions initiales et

T telle que

|||F(E1, A1)(t)−F(E2, A2)(t)||| ≤ C

∫ t

0

|||(E1 − E2, A1 − A2)(s)||| ds

+ C ‖A1(t)− A2(t)‖L∞ , ∀ t ∈ [0, T ].

Par la méthode des approximations successives on montre

Théorème 3.1 (cf. [B17]) Soient f0 ≥ 0, ρext ≥ 0, E0 ∈ W 1,∞(R), A0 ∈ W 2,∞(R), A1 ∈
W 1,∞(R) vérifiant (1 + |p|)f0 ∈ L1(R2), ρext ∈ L1(R) ∩ L∞(R), E ′

0 = ρext −
∫
R f0 dp.

Supposons qu’il existe une application bornée n0 : R → [0, +∞[ croissante sur R−,

décroissante sur R+ telle que f0(x, p) ≤ n0(p), (x, p) ∈ R2, (1 + |p|)n0 ∈ L1(R). Alors

il existe une unique solution globale (f, E,A) de (15 − 19) vérifiant f ≥ 0, (1 + |p|)f ∈
L∞(]0, T [; L1(R2)),

∫
R f(·, ·, p)(1 + |p|)dp ∈ L∞(]0, T [×R), E ∈ W 1,∞(]0, T [×R), A ∈

W 2,∞(]0, T [×R), ∀ T > 0.
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3.2 Solutions stationnaires des modèles NR, QR et FR

J’ai étudié l’existence de solution stationnaire pour les modèles d’interaction laser-

plasma dans un intervalle, avec des conditions aux limites

p

γ1

∂xf −
(

E(x) +
A(x)

γ2

A′(x)

)
∂pf = 0, (x, p) ∈]0, 1[×R, (22)

f(x = 0, p > 0) = g0(p), f(x = 1, p < 0) = g1(p), (23)

E ′(x) = ρext(x)− ρ(x), x ∈]0, 1[,

∫ 1

0

E(x) dx = ϕ1 − ϕ0, (24)

−A′′(x) + ργ2(x)A(x) = 0, x ∈]0, 1[, A(0) = A0, A(1) = A1, (25)

où {ρ, ργ2} =
∫
R {1, 1

γ2
}f(·, p)dp. Ici g0, g1, ρext sont des fonctions connues et ϕ0, ϕ1, A0, A1

sont des réels fixés. Rappelons que les facteurs de Lorentz γ1, γ2 sont donnés par γ1 = γ2 =

1 dans le cas NR, γ1 = (1+|p|2)1/2, γ2 = 1 dans le cas QR et γ1 = γ2 = (1+|p|2+|A(x)|2)1/2

dans le cas FR. On utilise le théorème de Schauder en définissant une application de point

fixe au niveau des champs (E, A). On doit estimer les densités de charge et de courant.

Un des ingrédients principaux est la conservation de l’énergie au long des caractéristiques.

Proposition 3.1 (cf. [B12]) Soient E ∈ W 1,∞(]0, 1[), A ∈ W 2,∞(]0, 1[) et Φ une primi-

tive de E, i.e., Φ′ = E. On note par W l’énergie totale

W (x, p) =
|p|2
2

+
|A(x)|2

2
+ Φ(x), dans le cas NR,

W (x, p) =
(
1 + |p|2)

1
2 +

|A(x)|2
2

+ Φ(x), dans le cas QR,

W (x, p) =
(
1 + |p|2 + |A(x)|2)

1
2 + Φ(x), dans le cas FR.

Alors pour toute caractéristique (X(s), P (s)) nous avons

d

ds
{W (X(s), P (s))} = 0, sin < s < sout.

En utilisant la conservation de l’énergie on montre l’existence d’une impulsion critique

p0 ≥ 0 telle que toute caractéristique issue de (x = 0, p > p0) sort de l’intervalle ]0, 1[

par l’extrémité droite en temps fini et toute caractéristique issue de (x = 0, 0 < p <

p0) ”fait demi-tour” à l’intérieur de l’intervalle ]0, 1[ pour resortir eventuellement par

l’extrémité gauche de ]0, 1[ en temps fini (voir [B12] pour un énoncé précis). De manière

analogue on construit l’impulsion critique p1 ≤ 0 associée à l’extrémité droite x = 1. Ces
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propriétés géométriques s’avèrent très utiles pour l’estimation des moments de la solution

par caractéristiques de (22). Supposons que

G =

∫

p>0

p

γ1

g0(p) dp−
∫

p<0

p

γ1

g1(p) dp < +∞,

et cherchons une borne pour j± :=
∫
R

p±
γ1

f(·, p) dp dans L∞(]0, 1[) avec p± = max{0,±p}.
En faisant appel à la formulation par caractéristiques nous avons pour toute fonction

ϕ ∈ L1(]0, 1[) non négative

∫ 1

0

j+(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

∫

R
f(x, p)ϕ(x)

p+

γ1

dpdx

=
1∑

k=0

∫

(−1)kp>0

|p|
γ1

gk(p)

∫ sout(k,p)

0

(
P (s; k, p)

γ1(s)

)+

ϕ(X(s; k, p)) dsdp.

Prenons par exemple k = 0 et p > p0. Dans ce cas P (s; 0, p) > 0 pour tout 0 < s <

sout(0, p) et X(sout(0, p)) = 1. On obtient

∫ sout(0,p)

0

(
P (s; 0, p)

γ1(s)

)+

ϕ(X(s; 0, p)) ds =

∫ sout(0,p)

0

dX

ds
ϕ(X(s; 0, p)) ds = ‖ϕ‖L1(0,1).

Les autres cas se traitent de la même manière. Finalement on obtient

∫ 1

0

j+(x)ϕ(x) dx ≤ G ‖ϕ‖L1(0,1), ∀ ϕ ∈ L1(]0, 1[),

et par conséquent ‖j+‖L∞ ≤ G. De la même façon on montre que ‖j−‖L∞ ≤ G. Notons

qu’on a obtenu des bornes indépendantes des champs (E,A). Il est également possi-

ble d’estimer les moments de fE,A en contrôlant la variation de l’impulsion au long des

trajectoires comme cela a été fait dans le Lemme 1.1.

Lemme 3.1 (cf. [B12]) Soient E ∈ W 1,∞(]0, 1[), A ∈ W 2,∞(]0, 1[) et DNR, DQR, DFR

les quantités définies par

DNR := (2 ‖E‖L∞ + 2 ‖A‖L∞ ‖A ′‖L∞)
1
2 ,

DQR := (βQR(1 + βQR))
1
2 , βQR = 4 (‖E‖L∞ + ‖A‖L∞ ‖A ′‖L∞),

DFR := max

{
‖A‖L∞ ,

(
βFR (βFR + (1 + ‖A‖2

L∞)
1
2 )

) 1
2

}
, βFR = 8

√
2 (‖E‖L∞+‖A ′‖L∞).

Pour toute caractéristique (X, P ) de (22) nous avons

|P (s1)− P (s2)| ≤ 2D, sin ≤ s1 ≤ s2 ≤ sout,

où D = DNR dans le cas NR, D = DQR dans le cas QR, D = DFR dans le cas FR.
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On obtient le résultat d’existence

Théorème 3.2 (cf. [B12]) Supposons que g0 ∈ L1(0, +∞)∩L∞(0, +∞), g1 ∈ L1(−∞, 0)∩
L∞(−∞, 0), g0, g1 ≥ 0, ρext ∈ L∞(R), ρext ≥ 0, ϕ0, ϕ1, A0, A1 ∈ R. Alors il existe une

solution stationnaire (f ≥ 0, E, A) ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2) × W 1,∞(]0, 1[) × W 2,∞(]0, 1[) de

(22− 25).

3.3 Régimes harmoniques pour l’interaction laser-plasma

Nous avons étudié une classe particulière de solutions pour les modèles d’interaction

laser-plasma : il s’agit de solutions avec potentiel vecteur polarisé circulairement

Ay(t, x) = a(x) cos(ωt), Az(t, x) = a(x) sin(ωt).

Dans ce cas on obtient le système

∂tf +
p

γ1

∂xf −
(

E(t, x) +
a(x)

γ2

a′(x)

)
∂pf = 0,

−ω2a(x)− a′′(x) = −ργ2(t, x)a(x),

∂tE = j(t, x), ∂xE = ρext(x)− ρ(t, x),

avec γ1 = γ2 = 1 dans le cas NR, γ1 = (1 + p2)1/2, γ2 = 1 dans le cas QR et γ1 =

γ2 = (1 + p2 + a(x)2)1/2 dans le cas FR. En supposant que le potentiel électrique, noté

φ, ne dépend pas du temps on peut considérer des distributions boltzmanniennes du type

f ∼ e−W (x,p) où W est l’énergie d’une particule : W (x, p) = p2

2
+ a(x)2

2
+φ(x) dans le cas NR,

W (x, p) = (1+p2)1/2 + a(x)2

2
+φ(x) dans le cas QR et W (x, p) = (1+p2 +a(x)2)1/2 +φ(x)

dans le cas FR. Pour simplifier, présentons ici le cas NR. On se place dans le cadre des

solutions périodiques en espace, de période L. Notons que l’équation ∂tE = j est vérifiée

trivialement et par conséquent on se ramène à la résolution du système

f(x, p) = Ke−W (x,p),

ρ(x) = K(2π)
1
2 e−

a(x)2

2
−φ(x), (26)

φ′′(x) = ρext(x)− ρ(x), (27)

−a′′(x) + ρ(x)a(x) = ω2a(x), (28)

où la constante K se calcule en imposant la condition de neutralité
∫ L

0
ρdx =

∫ L

0
ρextdx =:

M . L’étude de (26 − 28) s’effectue par une procédure de point fixe : pour a donné
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on détermine l’unique solution du problème de Boltzmann (26 − 27) en minimisant la

fonctionnelle convexe

J [ρ] =

∫ L

0

{
ρ ln ρ +

1

2

∣∣∣∣
d

dx
φ[ρ]

∣∣∣∣
2

+
1

2
a(x)2ρ(x)

}
dx,

sous la contrainte
∫ L

0
ρ(x)dx = M (cf. [21, 44]) ; ensuite on considère la fonction propre

normalisée associée à la première valeur propre de l’opérateur − d2

dx2 +ρ avec des conditions

aux limites périodiques. Nous renvoyons à [BL] pour les détails de démonstration.

3.4 Les équations de Nordström-Vlasov 1D

On considère une population de particules dont on néglige les collisions qui interagissent

par des forces gravitationnelles. La dynamique du système est décrite par les équations

d’Einstein-Vlasov (voir [2, 85, 86]). Il existe un modèle simplifié obtenu par le couplage

d’une équation cinétique de Vlasov avec la théorie gravitationnelle de Nordström [77]

∂tF + v(p) · ∇xF −
(
(∂tφ + v(p) · ∇xφ)p + (1 + |p|2)− 1

2∇xφ
)
· ∇pF = 0,

∂2
t φ−∆xφ = −e(N+1)φ(t,x)

∫

RN

F (t, x, p)

(1 + |p|2) 1
2

dp,

où v(p) = p
(1+|p|2)1/2 est la vitesse relativiste d’une particule animée de l’impulsion p ∈ RN ,

N ∈ {1, 2, 3} (on suppose que la masse des particules, la constante gravitationnelle et la

vitesse de la lumière sont égales à l’unité). Il convient de faire le changement d’inconnue

f(t, x, p) = e(N+1)φ(t,x)F (t, x, p) et on obtient le système

∂tf + v(p) · ∇xf −
(
(Sφ)p + (1 + |p|2)− 1

2∇xφ
)
· ∇pf = (N + 1)f(Sφ), (29)

∂2
t φ−∆xφ = −µ(t, x), µ(t, x) =

∫

RN

f(t, x, p)

(1 + |p|2) 1
2

dp, (30)

où S = ∂t + v(p) · ∇x. On complète ces équations par des conditions initiales

f(0, ·, ·) = f0, φ(0, ·) = ϕ0, ∂tφ(0, ·) = ϕ1. (31)

Le système (29 − 30) est appelé le système de Nordström-Vlasov (NV). Il a été étudié

récemment par Calogero et Rein, voir [22] pour l’existence et l’unicité de solution classique

et [23] pour l’existence de solution faible. En particulier dans [22] on montre l’existence

globale et l’unicité de la solution classique en une dimension pour des données f0 ∈ C1
c (R2),

ϕ0 ∈ C2
b (R), ϕ1 ∈ C1

b (R) (ici Ck
b représente l’ensemble des fonctions de classe Ck avec
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les k premières dérivées bornées). Notons la ressemblance du modèle de NV avec celui

de l’interaction laser-plasma. Je me suis proposé de montrer un résultat d’existence

globale et unicité de la solution par caractéristiques pour NV1D sous des hypothèses

moins restrictives en adaptant la méthode utilisée pour traiter le modèle d’interaction

laser-plasma.

Théorème 3.3 (cf. [B14]) Soient ϕ0 ∈ W 2,∞(R), ϕ1 ∈ W 1,∞(R), 0 ≤ f0 ∈ L1(R2) et

supposons qu’il existe une fonction bornée g0 croissante sur R−, décroissante sur R+ telle

que f0(x, p) ≤ g0(p), ∀ (x, p) ∈ R2, (1 + |p|)g0 ∈ L1(R). Alors il existe une unique

solution globale de (29− 31) vérifiant (f ≥ 0, φ) ∈ L∞(]0, T [; L1(R2))×W 2,∞(]0, T [×R),

∀ T > 0.

Dans [B15] on a étudié l’existence de solution faible stationnaire des équations de

NV1D

v(p)∂xf − (1 + p2)
1
2 φ′(x)∂pf = 2f(x, p)v(p)φ′(x), (x, p) ∈]0, 1[×R, (32)

φ′′(x) =

∫

R

f(x, p)

(1 + p2)
1
2

dp, x ∈]0, 1[, (33)

avec les conditions aux limites

f(x = 0, p > 0) = g0(p), f(x = 1, p < 0) = g1(p), (34)

φ(0) = ϕ0, φ(1) = ϕ1. (35)

Comme pour les modèles d’interaction laser-plasma on se sert de la conservation de

l’énergie des particules au long des trajectoires

d

ds
{W (X(s), P (s))} = 0, W (x, p) = (1 + p2)1/2eφ(x) − 1,

et des propriétés géométriques des caractéristiques de (32), notée (X, P ). Par une procédure

de point fixe on montre le résultat

Théorème 3.4 (cf. [B15]) Soient ϕ0, ϕ1 ∈ R, g0, g1 ≥ 0 vérifiant

e−ϕ0

∫

p>0

v(p)g0(p) dp−e−ϕ1

∫

p<0

v(p)g1(p) dp < +∞, max{‖g0‖L∞(R+), ‖g1‖L∞(R−)} < +∞.

Alors il existe au moins une solution (f ≥ 0, φ) ∈ (L∞(]0, 1[; L1(R)) ∩ L∞(]0, 1[×R)) ×
W 2,∞(]0, 1[) de (32− 35).
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Un autre problème intéressant est l’analyse du comportement asymptotique des so-

lutions stationnaires associées à des conditions aux limites singulières, comme cela a été

fait pour les équations de VP1D [40] ; pour ε > 0 on considère (fε, φε) une solution

stationnaire de (32, 33, 35) vérifiant

fε(x = 0, p > 0) = gε(p) :=
1

ε2
g

(p

ε

)
, fε(x = 1, p < 0) = 0,

où g ≥ 0 est une fonction donnée telle que γ =
∫
R ug(u)du < +∞. Les fonctions (gε)ε>0

modélisent une approximation d’une densité monocinétique de courant γ, car nous avons

lim
ε↘0

∫

p>0

v(p)gε(p) dp = lim
ε↘0

∫

u>0

u√
1 + ε2u2

g(u) du = γ.

Théorème 3.5 (cf. [B15]) Soient ϕ0 > ϕ1, 0 ≤ g ∈ L∞(R+) telle que γ =
∫

u>0
ug(u)du <

+∞. Alors nous avons les convergences

lim
ε↘0

φε = φ dans C1([0, 1]), lim
ε↘0

fε = f dans M([0, 1]× R) faiblement ?,

où φ ∈ C1([0, 1]) ∩ C2(]0, 1]) est l’unique solution de

φ′′(x) =
γ

eϕ0−φ(x)
√

e2ϕ0−2φ(x) − 1
, x ∈]0, 1[, φ(0) = ϕ0, φ(1) = ϕ1,

et

f(x, p) =
γ√

e2ϕ0−2φ(x) − 1
δ
(
p−

√
e2ϕ0−2φ(x) − 1

)
.

Le résultat d’existence de solution stationnaire pour les équations de NV a été étendu

en 3D [B16]. On utilise à nouveau la conservation de l’énergie des particules, qui s’écrit

Wc(x, p) = mc2

((
1 +

|p|2
m2c2

) 1
2

e
φ(x)

mc2 − 1

)
,

où m représente la masse des particules et c est la vitesse de la lumière. On montre

également la convergence du modèle de NV vers celui de VP gravitationnel lorsque c tend

vers l’infini.
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4 Une méthode particulaire pour la résolution numé-

rique des équations de VM1D

Publication : [B18]

Il existe de nombreuses méthodes pour l’approximation numériques des équations de

VM. En particulier on peut utiliser des méthodes particulaires qui consistent à remplacer

la densité de particules par une collection finie de macro-particules [15]. À chaque pas

de temps on calcule les nouvelles positions et impulsions des macro-particules à l’aide des

caractéristiques de l’équation de Vlasov. Les valeurs du champ électromagnétique sont

déterminées en utilisant une discrétisation des équations de Maxwell. Pour la mise à jour

du champ électromagnétique on doit approcher les densités de charge et de courant (qui

sont les termes sources des équations de Maxwell) ce qui nécessite à contrôler le gradient

de la fonction de distribution.

Les méthodes particulaires ont été étudiées par Cottet et Raviart [30, 31], Schaeffer

[92], Wollman [98, 99], Ganguly et Victory [49], Glassey et Schaeffer [52], Victory et

Allen [97]. En général on impose des conditions initiales assez régulières de sorte qu’il

existe une solution exacte régulière pour les équations de VP ou de VM. Mais dans la

pratique la distribution de particules chargées n’est qu’une fonction L1, d’énergie cinétique

finie. Je me suis proposé de construir un schéma numérique basé sur la formulation par

caractéristiques de l’équation de Vlasov, permettant le traitement des conditions initiales

L1. On considère ici les équations relativistes de VM1D

∂tf + v(p)∂xf + q E(t, x)∂pf = 0, (t, x, p) ∈]0, T [×R× R, (36)

∂tE = −j(t, x)

ε0

, ∂xE =
ρ(t, x)

ε0

, (t, x) ∈]0, T [×R, (37)

où v(p) = p
m

(
1 + |p|2

m2c2

)− 1
2

est la vitesse relativiste. On choisit des unités telles que

m = 1, q = 1, ε0 = 1. On complète les équations (36, 37) par les conditions initiales

f(0, x, p) = f0(x, p), (x, p) ∈ R2, E(0, x) = E0(x), x ∈ R, (38)

et on suppose que

H1) il existe une fonction g0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R) croissante sur R− et décroissante sur R+

telle que 0 ≤ f0(x, p) ≤ g0(p), ∀ (x, p) ∈ R2 ;

H2) f0 ∈ L1(R2) ;
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H3) E0 ∈ L∞(R) tel que E ′
0 = ρ0 :=

∫
R f0 dp.

Sous ces hypothèses on montre cf. [B7] qu’il existe une unique solution globale (f, E) ∈
L∞(]0, +∞[; L1(R2))×L∞(]0, +∞[×R) avec E ∈ W 1,∞(]0, T [×R), ∀ T > 0 et f solution

par caractéristiques. Cette solution se propage à vitesse finie.

Théorème 4.1 (cf. [B18]) Soient (fk
0 , Ek

0 )k∈{1,2} des conditions initiales vérifiant H1-H3

et notons par (fk, Ek)k∈{1,2} les solutions globales correspondantes. Alors pour tout R > 0

il existe une constante C(R/c) telle que pour t ∈ [0, R/c]

‖E1(t)−E2(t)‖L∞(]−(R−ct),R−ct[) ≤ C

(
R

c

) (‖f 1
0 − f 2

0‖L1(]−R,R[×R) + ‖E1
0 − E2

0‖L∞(]−R,R[)

)
.

En particulier si f 1
0 (x, p) = f 2

0 (x, p) ∀ (x, p) ∈ [−R, R] × R et E1
0(x) = E2

0(x) ∀ x ∈
[−R, R], alors pour t ∈ [0, R/c] nous avons

f 1(t, x, p) = f 2(t, x, p), ∀ (x, p) ∈ [−(R− ct), R− ct]× R,

E1(t, x) = E2(t, x), ∀ x ∈ [−(R− ct), R− ct].

Présentons maintenant le schéma numérique. Soient f0, E0 vérifiant les hypothèses

H1-H3. On considère les pas de temps ∆t, d’espace ∆x, d’impulsion ∆p. Pour (n, i, j) ∈
N× Z2 on note tn = n∆t, xi = i∆x, pj = j∆p et

f 0
ij =

1

∆x∆p

∫

|x−xi|<∆x
2

∫

|p−pj |<∆p
2

f0(x, p) dpdx.

Bien évidemment nous avons
∑

(i,j)∈Z2 ∆x∆pf 0
ij = ‖f0‖L1(R2). Notons par (f, E) la so-

lution exacte de (36 − 38). En utilisant l’équation ∂tE = −j et la formulation par

caractéristiques de (36) on trouve

∫

R
E(t, x)θ(x) dx =

∫

R
E0(x)θ(x) dx−

∫

R

∫

R
f0(x, p)

∫ X(t;0,x,p)

x

θ(u) dudpdx, (39)

pour toute fonction θ ∈ L1(R), où (X, P ) sont les caractéristiques de (36) associées au

champ électrique E. On fixe une fonction ϕ non négative, à support compact, telle que
∫
R ϕ(u) du = 1. En s’inspirant de (39) on définit notre schéma comme il suit

- on démarre avec (X0
ij, P

0
ij) = (xi, pj), (i, j) ∈ Z2 ;

- pour tout n ≥ 0 on calcule (Xn+1
ij , P n+1

ij )(i,j)∈Z2 en utilisant les formules

Xn+1
ij = Xn

ij + ∆t v(P n
ij), (i, j) ∈ Z2, (40)
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P n+1
ij = P n

ij + ∆t En(Xn
ij), (i, j) ∈ Z2, (41)

où le champ En est donné par

En(·) = E0(·)−
∑

(i,j)∈Z2

f 0
ij∆p

∫ Xn
ij

xi

ϕ

(
u− ·
∆x

)
du. (42)

On montre l’estimation d’erreur suivante

Proposition 4.1 (cf. [B18]) Soient (f, E) la solution exacte de (36−38), (X,P ) les car-

actéristiques associées à E et (Xn
ij, P

n
ij)(n,i,j)∈N×Z2, (En)n∈N la solution numérique donnée

par (40 − 42). Alors il existe une constante C qui dépend des conditions initiales et

T = N∆t telle que pour 0 ≤ n ≤ N

sup
(i,j)∈Z2

{|Xn
ij −X(tn; 0, xi, pj)|+ |P n

ij − P (tn; 0, xi, pj)|} + ‖En(·)− E(tn, ·)‖L∞(R)

≤ C(∆t + ∆x + ∆p).

Clairement on peut calculer seulement un nombre fini de caractéristiques approchées

(Xn
ij, P

n
ij). On peut rendre le schéma théorique (40− 42) utilisable en pratique en faisant

appel à la propagation à vitesse finie pour localiser en espace et en négligeant la densité

initiale f0 pour |p| assez grand (c.a.d. f 0
ij = 0 pour |j| assez grand), voir [B18].

Pour tester cette méthode on cherche à construir une solution analytique des équations

de VM1D. Ceci est possible dans le cas non relativiste

∂tf + v∂xf + E∂vf = 0, ∂tE = −j := −
∫

R
vf(t, x, v) dv.

Remarquons que la solution exacte vérifiant les conditions initiales

f(0, x, v) =
ρ√
2πθ

e−
v2

2θ , E(0, x) =
√

ρ θ.

est donnée par

f(t, x, v) =
ρ√
2πθ

e−
(v−

√
θ sin(

√
ρ t))2

2θ , E(t, x) =
√

ρ θ cos(
√

ρ t).

Les caractéristiques de l’équation de Vlasov se calculent par les formules

X(t; 0, x, v) = x + tv +

√
θ

ρ
(1− cos(

√
ρ t)), V (t; 0, x, v) = v +

√
θ sin(

√
ρ t).

Les Figures 1− 3 illustrent des comparaisons de la solution calculée numériquement par

rapport à la solution analytique.
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Figure 1: Évolution en temps de la position/vitesse d’une caractéristique
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Figure 2: Évolution en temps du champ électrique et du courant
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Figure 3: Évolution en temps de l’énergie cinétique/électrique totale
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5 Solutions périodiques et presque-périodiques

Publications : [BN, B9, BS]

Nous présentons ici quelques résultats concernant l’existence de solutions périodiques

ou presque-périodiques. Dans les deux premiers paragraphes il s’agit de périodicité

(presque-périodicité) en temps. Dans le dernier on s’intéresse à l’existence de solution

périodique en espace pour une équation dite d’enveloppe, utilisée pour l’étude des fais-

ceaux de particules chargées.

5.1 Solutions périodiques en temps des équations d’Hamilton-

Jacobi du premier ordre

On étudie l’existence de solution de viscosité périodique en temps des équations

d’Hamilton-Jacobi de la forme

∂tu + H(x, u,Du) = f(t), (x, t) ∈ RN × R, (43)

où H et f sont continues, f étant périodique en temps. Évidemment l’étude de (43)

repose sur les résultats d’existence et unicité pour le problème de Cauchy associé, voir

les travaux de Crandall et Lions [32, 33], Lions [72], Crandall, Evans et Lions [34] où la

notion de solution de viscosité a été introduite et où on étudie l’unicité et la stabilité de

ce type de solution pour les équations plus générales

∂tu + H(x, t, u, Du) = 0, (x, t) ∈ RN×]0, T [,

avec la condition initiale u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN . Pour des résultats généraux

d’existence on peut consulter Souganidis [94]. On suppose que l’hamiltonien H vérifie

les hypothèses usuelles parmi lesquelles la croissance ”stricte” par rapport à u

∀R > 0 ∃γR > 0 : H(x, u, p)−H(x, v, p) ≥ γR(u−v), ∀x, p ∈ RN ,−R ≤ v ≤ u ≤ R, (44)

et la coercivité

∀R > 0, lim
|p|→+∞

H(x, u, p) = +∞, uniformément pour (x, u) ∈ RN × [−R,R]. (45)

Rappelons que l’hypothèse (44) joue un rôle crucial dans la preuve de l’unicité et que

l’hypothèse (45) implique la régularité lipschitzienne de la solution. L’existence de solution
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de viscosité T périodique en temps résulte facilement dans le cas des hamiltoniens vérifiant

(44). Pour cela il suffit d’étudier le comportement en temps long du problème de Cauchy

avec une condition initiale arbitraire, par exemple u(x, 0) = 0, x ∈ RN . On montre

immédiatement que ‖u(·, t + T )− u(·, t)‖L∞(RN ) ≤ Ce−γt, t ≥ 0 avec γ > 0 et on conclut

facilement en étudiant la suite (un)n = (u|RN×[nT,(n+1)T ])n. L’unicité est immédiate car si

u, v sont solutions T périodiques alors

‖u(·, T )− v(·, T )‖L∞(RN ) ≤ e−γT‖u(·, 0)− v(·, 0)‖L∞(RN ),

ce qui implique u(·, 0) = v(·, 0) et par conséquent u = v. Le cas des hamiltoniens seule-

ment croissants par rapport à u

H(x, u, p)−H(x, v, p) ≥ 0, x ∈ RN , v ≤ u, p ∈ RN , (46)

est beaucoup plus délicat. Il est très important car en particulier c’est le cas des hamil-

toniens qui ne dépendent pas de u. Pour traiter ce cas on utilise un résultat de comparaison

légèrement amélioré.

Proposition 5.1 (cf. [BN]) Soient u une sous-solution de viscosité bornée s.c.s. de

∂tu + H(x, t, u, Du) = f(x, t) dans RN×]0, T [ et v une sursolution de viscosité i.s.c. de

∂tv + H(x, t, v, Dv) = g(x, t) dans RN×]0, T [. Alors nous avons

sup
x∈RN

(u(x, t)− v(x, t)) ≤ e−γt sup
x∈RN

(u(x, 0)− v(x, 0))+ + sup
0≤s≤t

∫ t

s

sup
x∈RN

(f(x, σ)− g(x, σ)) dσ,

(47)

où γ = γR0, R0 = max{‖u‖L∞(RN×]0,T [), ‖v‖L∞(RN×]0,T [)} et on a noté par (·)+ la partie

positive.

En utilisant le principe de comparaison classique on aurait obtenu

eγt‖(u(·, t)− v(·, t))+‖L∞(RN ) ≤ ‖(u(·, 0)− v(·, 0))+‖L∞(RN )

+

∫ t

0

eγs‖(f(·, s)− g(·, s))+‖L∞(RN ) ds. (48)

À noter la présence du terme (f − g)+ dans le membre droit de (48) alors que dans (47)

on voit apparâıtre f − g.

De l’inégalité (47) on déduit facilement que si u est une sous-solution de viscosité

bornée, s.c.s. T périodique et v est une sursolution de viscosité bornée, s.c.i. T périodique

alors

sup
x∈RN

(u(x, t)− v(x, t)) ≤ sup
s≤t

∫ t

s

(f(σ)− g(σ)) dσ. (49)
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Soit H vérifiant (46). Voyons comment on peut procéder pour montrer l’existence de

solution de viscosité T périodique de (43) dans ce cas. L’idée est de se ramener à l’étude

de l’équation stationnaire

H(x, U,DU) = 〈f〉 :=
1

T

∫ T

0

f(t) dt, x ∈ RN . (50)

Supposons par exemple qu’il existe une solution de viscosité bornée V de (50). On utilise

la méthode de la pénalisation : pour tout α > 0 il existe une unique solution périodique

vα de

α(vα − V (x)) + ∂tvα + H(x, vα, Dvα) = f(t), (x, t) ∈ RN × R,

car l’hamiltonien Hα(x, v, p) = α(v − V (x)) + H(x, v, p) vérifie bien (44) avec γR =

α, ∀R > 0. Il s’agit maintenant de chercher des estimations uniformes par rapport à α

pour conclure en utilisant le résultat de stabilité. On utilise l’inégalité (49). En observant

que V vérifie

α(V (x)− V (x)) + ∂tV + H(x, V, DV ) = 〈f〉, (x, t) ∈ RN × R,

on en déduit que

−‖f−〈f〉‖L1(0,T ) ≤ inf
s≤t

∫ t

s

{f(σ)−〈f〉}dσ ≤ vα−V≤ sup
s≤t

∫ t

s

{f(σ)−〈f〉}dσ ≤ ‖f−〈f〉‖L1(0,T ).

L’inégalité (49) permet également de montrer que (vα)α>0 sont uniformément lipschi-

tziennes en temps, car nous avons pour tout (x, t) ∈ RN × R, h ∈ R

vα(x, t + h)− vα(x, t) ≤ sup
s≤t

∫ t

s

(f(σ + h)− f(σ)) dσ ≤ 2|h| · ‖f‖L∞(R).

En utilisant l’hypothèse (45) on montre par des arguments classiques que (vα)α>0 sont

aussi uniformément lipschitziennes par rapport à x ∈ RN . En passant à la limite quand

α ↘ 0 on en déduit que v = limα↘0 vα est une solution de viscosité T périodique de (43).

On a montré le résultat (voir [BN] pour un énoncé précis)

Théorème 5.1 Soient H = H(x, z, p) un hamiltonien vérifiant (46), (45) et f ∈ C(R)

une fonction T périodique. Alors il existe une solution de viscosité bornée, lipschitzienne,

T périodique de (43) ssi il existe une solution de viscosité bornée de (50).

Nous avons analysé le comportement en temps long du problème de Cauchy




∂tu + H(x, u, Du) = f(t), (x, t) ∈ RN×]0, +∞[,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN .
(51)
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Nous avons vu que pour des hamiltoniens vérifiant (44) on a convergence vers l’unique

solution T périodique. Ceci n’est plus vrai pour des hamiltoniens vérifiant (46). Pour s’en

convaincre considérons l’exemple suivant avec un second membre stationnaire f = 1, cf.

[9] 



∂tu + |1− ∂xu| = 1, (x, t) ∈ R×]0, +∞[,

u(x, 0) = sin x, x ∈ R.
(52)

La solution exacte est u(x, t) = sin(x + t), ∀ (x, t) ∈ R × [0, +∞[ et u(x, t) ne converge

pas lorsque t → +∞. Des résultats concernant le comportement en temps long ont été

obtenus par Fathi [46], Namah et Roquejoffre [75], Barles et Souganidis [10], Roquejoffre

[88, 89]. En utilisant des arguments de monotonie et compacité on montre la convergence

en temps long pour certaines classes de conditions initiales (voir [BN] pour un énoncé

précis)

Théorème 5.2 Soient H = H(x, z, p) vérifiant (46), (45), f ∈ C(R) une fonction T

périodique et u0 ∈ W 1,∞(RN). On suppose qu’il existe une solution de viscosité bornée de

H(x, U,DU) = 〈f〉, x ∈ RN .

1) Alors il existe une unique solution de viscosité u ∈ W 1,∞(RN×]0, +∞[) de (51) ;

2) Si la condition initiale est telle que u0(x) ≤ u(x, T ), ∀ x ∈ RN alors

lim
k→+∞

u(x, t + kT ) = ϕ(x, t), uniformément pour (x, t) ∈ BR × R+,

où ϕ est la solution T périodique minimale de (43) vérifiant ϕ(x, 0) ≥ u0(x), x ∈ RN ;

3) Si la condition initiale est telle que u0(x) ≥ u(x, T ), ∀ x ∈ RN alors

lim
k→+∞

u(x, t + kT ) = Φ(x, t), uniformément pour (x, t) ∈ BR × R+,

où Φ est la solution T périodique maximale de (43) vérifiant Φ(x, 0) ≤ u0(x), x ∈ R.

Un autre problème intéressant est le comportement asymptotique des solutions lorsque

la fréquence devient grande. Soit f une fonction T périodique et un des solutions T
n

périodiques de

∂tun + H(x, un, Dun) = f(nt), (x, t) ∈ RN × R.

En introduisant la variable rapide s = nt et l’ansatz un(x, t) = u0(x) + 1
n
u1(x, nt) + ... on

obtient formellement

∂su
1(x, s)+...+H(x, u0(x)+

1

n
u1(x, s)+..., Du0(x)+

1

n
Du1(x, s)+...) = f(s), (x, s) ∈ RN×R.
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Comme un est T
n

périodique par rapport à t, la fonction u1(x, s) est T périodique par

rapport à s et après intégration pour s ∈ [0, T ] on trouve

1

T

∫ T

0

H(x, u0(x) +
1

n
u1(x, s) + ..., Du0(x) +

1

n
Du1(x, s) + ...) ds = 〈f〉, x ∈ RN .

Après passage à la limite quand n → +∞ on en déduit que H(x, u0, Du0) = 〈f〉, x ∈ RN .

Sous des hypothèses appropriées on montre effectivement que la suite (un)n converge uni-

formément vers une solution U de (50) et que ‖un−U‖L∞(RN×R) ≤ 1
n
‖f−〈f〉‖L1(0,T ), n ≥ 1

(voir [BN]). Signalons qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires dans le cas d’une

fonction f presque-périodique en temps.

5.2 Solutions presque-périodiques des équations différentielles

ordinaires

Dans ce paragraphe on s’intéresse à l’existence de solution classique presque-périodique

des équations différentielles du premier ordre

x′(t) + g(t, x(t)) = 0, t ∈ R, (53)

où g est une fonction croissante en x, presque-périodique en t. Les premiers résultats ont

été obtenus par Favard [47], Demidovitch [42], Gheorghiu [50], Opial [78]. Rappelons aussi

les résultats d’Amerio [1], Corduneanu [29]. Dans tous ces travaux on suppose l’existence

d’une solution bornée et on montre qu’elle est presque-périodique. Je me suis proposé

d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes à imposer sur la fonction g qui assurent

l’existence de solution presque-périodique de (53). Supposons qu’il existe une solution x

presque-périodique de (53). On définit la fonction de moyenne G : R→ R

G(x) = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

g(t, x) dt = 〈g(·, x)〉, x ∈ R.

On vérifie aisément que G est une fonction croissante, continue. Comme x(·) est presque-

périodique, elle est bornée et donc m ≤ x(t) ≤ M, t ∈ R. Par la monotonie de g on

obtient

g(t,m) ≤ g(t, x(t)) = −x′(t) ≤ g(t,M),

ce qui implique immédiatement que G(m) ≤ 0 ≤ G(M). Nous avons obtenu la condition

nécessaire suivante

∃ X ∈ R : 〈g(·, X)〉 = 0.
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Une condition suffisante pour l’existence de solution presque-périodique est donnée par

l’hypothèse plus forte

∃ X ∈ R : sup
s,t∈R

(
−

∫ t

s

g(σ,X) dσ

)
< +∞. (54)

Théorème 5.3 (cf. [B9]) Soit g : R × R → R une fonction croissante en x, presque-

périodique en t vérifiant (54). Alors il existe au moins une solution presque-périodique

x(·) de (53) telle que

‖x(·)−X‖L∞(R) ≤ sup
s,t∈R

(
−

∫ t

s

g(σ,X) dσ

)
.

Dans le cas d’une fonction g à variables séparées g(t, x) = β(x) − f(t) avec β une

fonction continue, croissante et f une fonction presque-périodique, on peut indiquer une

condition nécessaire et suffisante pour l’unicité de la solution presque-périodique.

Théorème 5.4 (cf. [B9]) Soient β : R → R une fonction croissante continue et f :

R → R une fonction presque-périodique vérifiant sups,t∈R
(∫ t

s
{f(σ)− 〈f〉}dσ

)
< +∞ et

〈f〉 ∈ g(R). Alors il existe au moins une solution presque-périodique de x′(t) + β(x(t)) =

f(t), t ∈ R. De plus la solution presque-périodique est unique ssi

diam(g−1〈f〉) ≤ sup
s,t∈R

(∫ t

s

{f(σ)− 〈f〉}dσ

)
.

5.3 Solutions périodiques des équations elliptiques non linéaires.

Application aux faisceaux de particules chargées

La modélisation des faisceaux de particules repose sur la résolution du système de

VM3D. L’approximation de ces équations demande des efforts numériques considérables.

Il convient d’utiliser des modèles simplifiés, en tenant compte des particularités du problème

physique (longueurs caractéristiques, géométrie). Un des modèles largement utilisés dans

la physique des accélérateurs de particules est l’approximation paraxiale. L’analyse mathé-

matique de ce modèle a été effectuée par Degond et Raviart [41]. Ils présentent la distri-

bution de Kapchinsky-Vladimirsky (KV) qui est une solution exacte du modèle paraxial.

Pour calculer la distribution de KV on doit disposer d’une solution périodique en espace

de l’équation dite d’enveloppe (voir [36, 48])

−u′′(x)− a k(x)u(x) +
1

u(x)
+

b

(u(x))3
= 0, x ∈ R,
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où a > 0, b ≥ 0 et k(·) ≥ 0 est une fonction périodique. Plus généralement on étudie les

solutions périodiques des équations elliptiques non linéaires

−∆u + g(x, u(x)) = 0, x ∈ RN , (55)

où g : RN × R → R est une fonction donnée périodique en x et monotone en u. Le cas

des non linéarités (strictement) croissantes est plus favorable, car c’est le cadre standard

dans lequel on montre l’unicité de la solution et le principe de comparaison entre les

sous/sursolutions. À noter que la non linéarité de l’équation d’enveloppe est décroissante

par rapport à u. On travaille avec des solutions faibles dans l’espace de Sobolev périodique

H1
#(RN) = {v ∈ L2

loc(RN) : ∃ (ϕn)n ⊂ C1
#(RN), lim

n→+∞
‖v − ϕn‖L2

loc(RN ) = 0,

lim
n,m→+∞

‖∇ϕn −∇ϕm‖L2
loc(RN ) = 0},

avec le produit scalaire

〈u, v〉H1
#(RN ) =

∫

P

u(x)v(x) dx +

∫

P

∇u · ∇v dx, ∀ u, v ∈ H1
#(RN),

où Ck
#(RN) est l’ensemble des fonctions L = (L1, L2, ..., LN) périodiques de classe Ck et

P = {x ∈ RN : 0 ≤ x1 < L1, 0 ≤ x2 < L2, ..., 0 ≤ xN < LN}.

Définition 5.1 On dit que u ∈ H1
#(RN) est une solution L périodique de (55) ssi g(·, u(·)) ∈

L2
loc(RN) et

∫
P
∇u · ∇v dx +

∫
P

g(x, u(x)) v(x) dx = 0, ∀v ∈ H1
#(RN).

On présente ici le cas plus simple des fonctions g à variables séparées g(x, u) = β(u)−
f(x), (x, u) ∈ RN ×R, où β est une fonction continue, monotone et f est une fonction L

périodique. En dimension N ∈ {1, 2, 3} on obtient le résultat

Théorème 5.5 (cf. [BS]) Soient β : R → R continue, croissante et f ∈ L2
#(RN)

telles que 〈f〉 := (meas(P ))−1
∫

P
f(x) dx ∈ β(R). Alors il existe au moins une solu-

tion périodique u ∈ H2
#(RN) de −∆u + β(u(x)) = f(x), x ∈ RN . De plus, si β est

strictement croissante, alors la solution périodique est unique.

Donnons aussi un résultat en dimension N = 1 pour des non linéarités décroissantes

Théorème 5.6 (cf. [BS]) Soient β : R → R continue, décroissante, K lipschitzienne,

f ∈ L2
#(R). Supposons que

〈f〉 =
1

L1

∫ L1

0

f(x) dx ∈ β(R), K L2
1 < 2.

Alors il existe au moins une solution L1 périodique de −u′′(x) + β(u(x)) = f(x), x ∈ R.

De plus, si β est strictement décroissante, alors la solution périodique est unique.
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Présentons quelques résultats numériques en dimension N = 1. L’idée est de remplacer

l’équation elliptique (55) par le problème parabolique

α u + ∂tu− ∂ 2
x u + g(x, u(x, t)) = 0, (x, t) ∈ R×]0, +∞[, (56)

avec une condition initiale arbitraire u(x, 0) = u0(x), x ∈ R et α > 0 petit. En vérité si g

est croissante en u et si on note par Uα l’unique solution périodique de α U(x)−U ′′(x) +

g(x, U(x)) = 0, x ∈ R, on obtient immédiatement que

‖u(·, t)− Uα‖L2
#(R) ≤ e−α t ‖u0 − Uα‖L2

#(R), t > 0.

Par conséquent u(·, t) ≈ Uα pour t ≈ 1
α

et α > 0 petit. Une meilleure approche consiste à

remplacer la constante α par une fonction décroissante α : [0, +∞[→ [0, +∞[ qui vérifie

limt→+∞ α(t) = 0. On fait évoluer α selon une équation du type

α′(t) + α(t)C(u(·, t)) = 0, t > 0,

où C ≥ 0 est une fonction vérifiant C ≈ 1 si u(·, t) est ”proche” de la solution périodique

et C ≈ 0 sinon. L’idée est de garder α constant jusqu’à ce que la solution u(·, t) soit

suffisamment proche du régime périodique. On peut considérer

C(u(·, t)) = 1{|α(t) 〈u(·,t)〉+〈g(·,u(·,t))〉|<ε},

avec ε > 0 petit. Effectivement si u(·, t) est ”proche” de l’état périodique alors ∂tu ≈
0,

∫ L1

0
∂2

xu dx ≈ 0 et après intégration de (56) sur ]0, L1[ on trouve α(t) 〈u(·, t)〉 +

〈g(·, u(·, t))〉 ≈ 0 ce qui implique 1{|α(t) 〈u(·,t)〉+〈g(·,u(·,t))〉|<ε} = 1.

Les Figures 4, 5 illustrent des résultats numériques pour les équations associées aux

fonctions croissantes en u

g1(x, u) = u (1 + cos x)− (2 + cos x) (sin x− cos x), (x, u) ∈ R2,

g2(x, u) =
u√

1 + u2
(1 + cos x)− (sin x + cos x)

(
1 +

1 + cos x√
2 + sin(2x)

)
, (x, u) ∈ R2,

dont les solutions exactes sont u1,2(x) = sin x∓ cos x, x ∈ R.

Considérons maintenant l’équation qui correspond à la non linéarité décroissante

g3(x, u) = −K
u√

1 + u2
− sin x + K

sin x√
1 + sin2 x

, (x, u) ∈ R2,

dont la solution exacte est u3(x) = sin x ainsi que l’équation d’enveloppe associée à

g(x, u) = −a(1+cos x)u+ 1
u

+ b
u3 . Ces résultats numériques sont présentés dans la Figure

6.
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Figure 4: Solution exacte/approchée u1 Évolution en temps de α1
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6 Étude asymptotique des fluides de Bingham

Publication : [BH]

Un fluide de Bingham se déplace comme un milieu rigide si une certaine fonction des

contraintes ne dépasse pas un certain seuil. Ce type de comportement s’observe dans le

cas des huiles ou des boues utilisées dans les forages pétroliers, ainsi que dans le béton. Si

le seuil est strictement positif, on peut obtenir des zones rigides au sein de l’écoulement.

Quand les forces externes diminuent, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer

complétement l’écoulement.

Pour l’analyse mathématique du modèle de Bingham on peut consulter le livre de

Duvaut et Lions [45]. L’écoulement stationnaire, incompressible d’un fluide de Bingham

est décrit par l’inéquation variationnelle

u ∈ H1
0 (Ω)3 : a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ 〈l, v − u〉, ∀ v ∈ H1

0 (Ω)3,

où a : H1
0 (Ω)3 ×H1

0 (Ω)3 → R est la forme bilinéaire symétrique

a(u, v) =

∫

Ω

η(x)
∑

1≤i,j≤3

Dij(u)Dij(v) dx =

∫

Ω

η(x)D(u) : D(v) dx, ∀ u, v ∈ H1
0 (Ω)3,

j : H1
0 (Ω)3 →]−∞, +∞] est la fonction convexe définie par

j(v) =

∫

Ω

g(x)|D(v)| dx si divv = 0, j(v) = +∞ sinon,

et l : H1
0 (Ω)3 → R est l’application linéaire 〈l, v〉 =

∫
Ω

b(x) · v(x) dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)3. On

suppose que la viscosité η vérifie 0 < η0 ≤ η(x) ≤ η1, x ∈ Ω et que le seuil g > 0 et les

forces externes b sont des fonctions de L2(Ω) respectivement L2(Ω)3. Nous avons utilisé

la notation D(v) = (∇v +∇T v)/2, ∀ v ∈ H1
0 (Ω)3. Par le Lemme de Korn (voir [45]) on

en déduit que a(·, ·) est elliptique sur H1
0 (Ω)3. On vérifie également que j est convexe,

i.s.c. et homogène.

Par la suite on présente nos résultats dans le cadre abstrait des inéquations variation-

nelles. Soient (V, (·, ·)) un espace de Hilbert réel, a : V × V → R une forme bilinéaire,

continue, V -elliptique, j : V →]−∞, +∞] une fonction convexe, propre, i.s.c., homogène

et f ∈ V . L’inéquation variationnelle

u ∈ V : a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u), ∀ v ∈ V, (57)
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admet une unique solution, cf. [74, 56, 57]. Le problème (57) est équivalent au problème





a(u, u) + j(u) = (f, u),

a(u, v) + j(v) ≥ (f, v), ∀ v ∈ V.

On en déduit que u = 0 est solution ssi j(v) ≥ (f, v), ∀ v ∈ V , ou encore ssi f ∈ ∂j(0).

Une telle force f sera appelée force de blocage. On souhaite étudier le comportement

des solutions de (57) lorsque f varie dans un voisinage d’une force maximale de blocage.

Plus précisément on dit que f est une force maximale de blocage si f est une force de

blocage et pour tout ε > 0 fε := (1 + ε)f ne l’est pas; c.a.d. la solution associée à f

est u = 0 et pour tout ε > 0 la solution associée à fε est non nulle, uε 6= 0. Notre

objectif est d’étudier le comportement de wε = uε

ε
quand ε ↘ 0. On introduit l’ensemble

C = {v ∈ V : j(v) = (f, v)}. On montre qu’il est non vide, convexe, fermé et qu’il

cöıncide avec l’ensemble {v ∈ V : f ∈ ∂j(v)}.
Commençons par établir des estimations, afin d’extraire une suite faiblement conver-

gente. Rappelons que uε vérifie





a(uε, uε) + j(uε) = (1 + ε)(f, uε),

a(uε, v) + j(v) ≥ (1 + ε)(f, v), ∀ v ∈ V.

On obtient a(wε, wε) ≤ a(wε, wε) + 1
ε
(j(wε) − (f, wε)) = (f, wε) et on déduit facilement

une borne pour (‖wε‖)ε>0. Soit wk := wεk
une suite faiblement convergente vers w ∈ V .

En passant à la limite quand k → +∞ dans l’inégalité j(wk) ≤ (1 + εk)(f, wk) on obtient

j(w) ≤ (f, w). L’inégalité opposée est vérifiée aussi, car f est une force de blocage.

Par conséquent la limite faible w est un élément de C. Montrons maintenant que la

suite (wk)k converge fortement. En utilisant la notation (Au, v) = a(u, v) nous avons

fε ∈ Auε + ∂j(uε) ou encore f + f
ε
∈ Awε + 1

ε
∂j(wε). Comme w ∈ C on a f ∈ ∂j(w) ce

qui implique f ∈ Awε + 1
ε
(∂j(wε) − ∂j(w)). On conclut facilement après multiplication

par wε − w avec ε = εk. Pour identifier la limite w on procède comme il suit : pour tout

v ∈ C on a f ∈ ∂j(v) et comme avant on en déduit que f ∈ Awk + 1
εk

(∂j(wk) − ∂j(v)).

Après multiplication par wk − v on obtient a(wk, wk − v) = (Awk, wk − v) ≤ (f, wk − v)

et finalement par passage à la limite quand k → +∞ on trouve a(w, v −w) ≥ (f, v −w).

Nous avons montré le résultat

Théorème 6.1 (cf. [BH]) Soient a : V × V → R une forme bilinéaire, continue, V -

elliptique, j : V →] −∞, +∞] une fonction propre, convexe, i.s.c., homogène et f une
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force maximale de blocage. Alors (wε)ε>0 converge fortement dans V quand ε ↘ 0 vers

l’unique solution de l’inéquation variationnelle

w ∈ C : a(w, v − w) ≥ (f, v − w), ∀v ∈ C.

Nous étudions aussi le comportement de (wε)ε>0 lorsque ε → +∞.

Théorème 6.2 (cf. [BH]) Soient a : V × V → R une forme bilinéaire, continue, V -

elliptique, j : V →] −∞, +∞] une fonction propre, convexe, i.s.c., homogène et f ∈ V

(pas nécessairement une force de blocage). Alors (wε)ε>0 converge fortement dans V quand

ε → +∞ vers l’unique solution de l’inéquation variationnelle

w ∈ D(j) : a(w, v − w) ≥ (f, v − w), ∀v ∈ D(j).
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[B2] M. Bostan, Solutions périodiques des équations d’évolution, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I

Math. 332, pp. 401-404 (2001) ;

[B3] M. Bostan, Periodic solutions for evolution equations, Electron. J. Differential Equations,

Monograph 3, 41 pp. (2002) ;

[B4] M. Bostan, Permanent regimes for the 1D Vlasov-Poisson system with boundary conditions,

SIAM J. Math. Anal., Vol. 35, No. 4, pp. 922-948 (2003) ;

[B5] M. Bostan, Solutions périodiques en temps des équations de Vlasov-Maxwell, C. R. Acad.
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